LOGIQUE ET RAISONNEMENT 



EXEMPLES TYPES CORRIGES 


r Extrait concours ENS AM 

[ Ex^rdco ü'artratnMmnt 


-s 


H* propositions suivantes iont-elle équivalentes 7 

l*: « V,v e R, (/(jf) = 0 ci tf(jr) = 0) » et (J : « (Vx d R„ /(je) = y) et (Vr g R, £(jt) = 
3). les propositions suivantes sont-elfe équivalentes ? 

A: a Vx e !»,(/(*) = 0 mi = et JT; « (Vare H, /(.r} = ü) ou (VjceRi j;(i) 

3)- Donner 1 un exemple de fondions y et jj de R dans R , toutes (feujr non nulles et dont le produit 
est nul. 


i Oj W 
“0) » 




ENSA ]- 


Vrai ou Faux ? 


Soit f une fonction définie sur[O,2], On considère les, propositions suivantes : 

/*: ■Pourtoutre[0 1 îj J /(jfJ ^ 0 » et (J ■ «/n'est pas positive sur [0,2] » 

Alors: 

(A) /' signifie : «/est strictement positive sur [fl, 2] ou /est strictement négative sur [0,2] 

[B) /' signifie : « Pour tout jr e [0,2], f{x) > 0 ou / (jf) < û » 

[C) Q signifie : k / est négative sur [ Û, 2 J w 

(D) La négation de P peut s'écrire : «/est la fonction nulle sur [0.2] » 

|E) La négation de (Jpeut s'écrire : « / n'est pas négative sur[o, 2] * 


m 


Du Sac Au k Classes Prépas ]■ 


Vrjil ou Fnux ? 


Soit Jlf,}' blX trois ensembles non vides de réels. Sachant que : 

* Aucun élément de .V n'est négatif; 

* Aucun élément de J'rr'admet de racine carrée réelle ; 

* Tout élément de 7 est supérieur ou égal A \ ; 

On peut en déduire ; 

(A} Aucun élément de X n'appartient d )' 

(U) Aucun élément de 7 n'appartient à V 

(C) Tout réel qui n'appaNient pas A Y appartient A A 

tD( Pour qu'un réel appartienne A A' et * 7 , Il faut qu'il sait positif 

fE] Pour qu'un réel appartienne A A’ et A 7 , Il suffit qu'il soit supérieur du égal A I, 
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Extrait concours ENSA 
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Choisir la bonne réponse 




Soit/une fonction définiesur[0,l]et ta proposition : (Pj : « /est bornée » 

Parmi les propositions suivantes, reconnaître la négation de (P) ; 

(A) : « /n'est pas majorée» 

(BJ : « / n’est ni majorée, ni minorée » 

(Cj : « / est soit non majorée, soit non minorée » 



A 


Du BacAux Classes Prépas }■ 


Choisir la bonne réponse 


I 


Il n'est évidemment pas vrai que « tous les chats sont gris ou marron ». Quelle est alors la négation de 
l'assertion « tous les chats sont gris ou marron » ? 

(A) Il existe un chat blanc 

(B) Aucun chat n'est gris ou marron 

(C) Aucun chat n'est gris et marron 
(0) II existe un chat ni gris ni marron 






Exercice d'entraînement 


Ecrire la négation des propositions suivantes : 

(A) ¥(*,>»)e£ 2 , xy-yx 

(B) 3 xGE,VyeE,xy = yx 

(C) V(a t b)eE\ab = Q=>(a=Qoub = 0) 

(D) Vjc e K, Vf > 0,3 rj > 0, Vy e K, \x-y\ < n ^> [/(*) -f(y)\ < s 

V (E> Vf>0,3Af6N,VjcelR,V«eM,/i^jy^ \f m (x ) - / (jr»<f 


A 


Du Bac Aux Classes Prépas 


Vrai ou Faux ? 




1) - P et Q désignent des propositions dépendant d'entiers naturels. On a l'équivalence : 

(Vn € H, P(n) ou Q(n)) o (Vn e N, />(») ) ou (Vn e N, Q(,,)) 

2) - Soit/une fonction de a dans». Ktt 5 désignant respectivement les propositions : 

« : « Vx 6 «, 3M > 0. |/(*)| S M |i| . et S : « 3M > o. Va- 6 R, |y(jc)| s U \, 
a)-Ona S s» R ; b|-Ona R=oS 

3) - La négation de la proposition « (AH)l(AC) »est< [AB] Il [AC) » 
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Alice vagabonde dans la forêt de l'amnésie où elle est Incapable de so souvenir du Jour de la semaine 
Elle rencontre le lion et la licorne. Le lion ment toujours les lundi, mardi et mercredi tandis que la licorne 
ment toujours les jeudi, vendredi et samedi. Tous les autres Jours les deux bêtes disent toujours la vérité 

« Hier était un j* «r où Je mentais» dit le lion ; « Hier était un Jour où Je mentais » dit la licorne 

A partir de ces inforrm v, ons, on peut conclure que 

(A) Le lion et la licorne disent la vérité 

(B) Le Jour de la semaine est dimanche 

(C) Le jour de la semaine est jeudi ou dimanche 


. >1 


(0) Le lion ment 




es 


Du Bac Aux Classes Prépas 


Vrai ou Faux? 


Messieurs Boulanger, Pâtissier et Fleuriste sont trois amis qui ont chacun un métier différent parmi les 
suivants : boulanger, pâtissier et fleuriste 

Mais chacun d'eux n'exerce pas forcément le métier correspondant à son nom. 

Sur les informations qui suivent, une seule est vraie : 


« Monsieur Pâtissier n'est pas boulanger » 

« Monsieur Pâtissier est pâtissier » ; 

A partir de ces informations, on peut conclure que 

(A) Monsieur Pâtissier est boulanger 

(B) Monsieur Boulanger est pâtissier 

(C) Monsieur Boulanger est fleuriste 

(D) Monsieur Fleuriste est boulanger 


« Monsieur Fleuriste n'est pas pâtissier » 
« Monsieur Fleuriste n'est pas boulanger » 


ê9 


Choisir la bonne réponse 

J Exemple concours TAFEM \ - 

( Un train(7^1 quitte la villes en direction de la ville/? à 1( 


direction de la ville A à \0h . Il effectuera le trajet à la vitesse constante^N 
de\00kmfh. Un autre train (r 2 ) quitte la ville B en direction de la ville .4 à 1 lh, en empruntant le même 
parcours. Chacun des trains a une longueur de 300m. Lorsque les 2 trains se rencontrent, le train (TJ ) a 
déjà parcouru 200/cm. Les trains se croisent pendant 7,2 s . 

(A) Le train (T 2 )effectue le trajet à une vitesse constante de 300 km/h. 

{B) Les villes A et B sont distantes de 200 km . 

{C) Le train (Zj ) arrivera à la ville B à 13h30. 



LC LL o 111 2 yamïtia a —- 

(DJ Si les deux trains avaient chacun une vitesse constante de 100 km/h, ils se seraient croisés 
pendant 10,6 secondes. 


































^itmam*ENsÀ ÏF\ Ewr.w.lWnggSÎ. 

T" BIBBB ““ . 1 Élir / à valeurs réelles. Exprimer à l'aide d 

^it / un Intervalle deR et / : / -> M une fonction défini® su 

quantificateurs les assertions suivantes : 

« la fonction/s'annule » 

: « Ea fonction / est la fonction nulle » 

^ « La fonction / est une fonction constante » 

: « U fonction / ne prend jamais deux fols la même valeur : 



Soit x e R, On pose pour tout n e N : s H (a* ) s 1 +*£ + x + — + * 

Ij- Montrer que : Vx g [0,l[, 3 M e R, V» 6 N, s,, (x ) £ A/ 

2)-A-t-on : V// eN,3A/ gR.Vx g[ 0,l[,(x )<M ? 

^ 3}-A-t-on: 3A/gR,Vx g [0,l[ s V» g N, $„ (x) < M ? 















ttfPICATlQNS ET REPONSES 


1) -OuUI suffit de voir que pour toute valeur donnée .r 0 e Ht, /(*<, ) - A' CO = 0 

2) - Non. La proposition À’ signifie que Jg est la fonction nulle, mais cela ne signifie pas que / est la fonction 

nulle ou £ est la fonction nulle. 

3 J- On considère les fonctions/et# définies surR par 

[ï si x>0 . . fo si jc> 0 

lo si *<Ü 


Cl 


/(*)= 


et 


fO si x>G 
|l si jc<0 


Les fonctions /et g ne sont pas des fonctions nulles, mais la fonction fg est nulle. 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

V 

F 

F 

F 
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/W= 


i a proposition (Al est fausse. Contre-exemple : considérons la fonction définie sur [0,2] par : 

1 si xe]l,2] 

-1 si *e[0,l] 

On a bien « Pour tout x € [0,2] ,/(jc) ^ 0 », mais la fonction/ n'est ni strictement positive sur[0,2] ni 
strictement négative sur [0,2]. 

i a nmpositlon IB) est vraie. Cela provient de fait que si fl e M : û'^0o(o>0 oua<0) 

La proposition (Ci est fausse. La phrase « / n'est pas positive sur [0,2] » signifie qu'il existe un réel x 0 e [0,2] 

tel que f{x 0 ) < 0, mais pas forcément une fonction négative sur [0,2] .A titre d'exemple : f(x) = x 
La proposition (Di est fausse. La négation de P est la proposition : 

F : « 3x g [0,2], f(x) = 0 » 

Ceci ne signifie pas que « / est la fonction nulle sur[0,2] » 

La proposition (El est fausse. La négation de Q est la proposition : 

Q: «/ est positive sur [0,2]» 

Ceci ne signifie pas que « / n'est pas négative sur [0»2] » 


A 

B 

C 

0 

E 

V 

V 

V 

V 

V 
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La proposition (Ai est vraie. En effet, si x e X alors x ^ 0, donc x g Y . 

La proposition (Bl est vraie. En effet, si z c 7 ., il ne peut pas appartenir à Y . 









































^^ËSiillsa^ enefl^4lj>eMlors y z ° donc positif. 

^^^SsmooiDJ est vraie. In effet, si xgXcXXcZ, alors X 2 1et 0 
JL a proposition ( F ) est vraie. On a môme l'équivalence < f * fe ^ ^ 


M 

fil 

9 

il 


Aï 


U négation de la proposition (P) est ; (C) |( suff]t ^utiliser les lois de 

I gpljçatlonj f bornée signifie qu'elle est majorée et minorée à la 

Morgan pour se convaincre. 


O 4 

A 


La négation de la proposition donnée est : (D) 
Explication ; Même style que l'exercice 04 
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La négation dp a ; 3(æ, e Z*’ 1 t xy & yx 
La négation de b ; V,* e E, Sy e E, xy & yx 
La négation de C ; e E 2 , ah - 0 et a £ 0 et b # 0 

La négation de D ; Sx e 1,3 e > 0, Vf? > 0,3>> G K,( \x -, y\ < V et V M ^ 

La négation deE : Se > 0 y N g N, 3* g R f 3w eN,(nZNet\f„ (*) - / Ml - £ ) 
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1 i 

2*3 ; 

2,b 

3 

F 

V 

F 

F 
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1) ' La proposition « V« e N, n est pair » estfausse. De même pour « Vw g IH, n est impair », Mais la 

proposition « V/î g N, n est pair ou n est Impair » est vraie, 

2 ) 1 - a)- Si la proposition S est vraie alors il existe un réel M e 1 + qui convient pour toutes les valeurs de x . 

Donc pour chaque x on peut prendre par exemple M x =M et donc la proposition R est vraie. * 

b)- On peut prendre comme contre-exemple la fonction / définie sur M par ; f(x) = x , 4 

3) - Faux, On peut trouver des droites dans le plan qui ne sont ni parallèles ni perpendiculaires. 


« 


D 
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On note M l'événement « l'anima! ment » et M l'événement « l'animal ne ment pas », Le tableau suivant ; = 
résume les situations possibles : 


■ JE 

1 


Jour 

1 Lundi 

Mardi 

Mercredi 

Jeudi 

Vendredi 

1 Samedi 

Dimanche 

Lion 

M 

M 

M 

M 

M 

M 

M 

Licorne 

M 

s-P-a 

M 

M 

M 

M 

M 

M 


V 







































































1 3 proposition_(Al est fausse. Justification : Le seul jour où les deux animaux disent tous les deux la vérité 
est le dimanche. SI tel est le cas, le lion ne pourrait pas affirmer « hier était un jour où je mentais » vu qu'il 
ne ment pas le samedi, 

la proposition, [Bj est fausse. Justification : Pour les raisons évoquées ci-dessus {le discours du lion), le jour ne 
peut pas être dimanche. 

la nropositionjC) est vraie. Justification : Il est impossible que le jour de la semaine soit dimanche. 

En revanche, il est possible qu'il soit jeudi. En effet, le jeudi, le lion ne ment pas, donc la phrase « hier je 
mentais » est vraie, ce qui est confirmé par le tableau ci-dessus. La licorne ment le jeudi, donc sa phrase 
« hier je mentais » est un mensonge, te qui est confirmé par te tableau ci-dessus 
La propos ition (P) est fausse. Justification : Puisque nous sommes jeudi, le lion ne ment pas 



A 

B 

C 

D 

V 

F 

V 

F 
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Notons B, F et P les noms ou professions de Boulanger/Fleuriste/Pâtissier, B, F et P leur contraire. 

Chaque personne sera repérée par un couple (nom, profession). 

L'énoncé nous indique qu'un seul de ces quatre couples est vrai :(/*,/?), (/ > ,/ J ) ou 

i a proposition (A) est vraie. Justification : Si la phrase « Monsieur Pâtissier est boulanger » est vraie, alors 
ceci entraîne que la quatrième hypothèse « Monsieur Fleuriste n'est pas boulanger » est vraie. Comme il ne 
doit y en avoir qu'une de vraie sur les quatre, les trois autres sont fausses, donc la 3ème hypothèse 
« Monsieur Pâtissier est pâtissier » est fausse. Il n'y a donc pas de contradiction. 

La l ère hypothèse « Monsieur Pâtissier n'est pas boulanger » est aussi fausse. Il n'y a pas de contradiction. 

La 2ème hypothèse « Monsieur Fleuriste n'est pas pâtissier » devant aussi être fausse, on en déduit que Mr 
Fleuriste est pâtissier, et par déduction, Mr Boulanger est fleuriste. 

On obtient ainsi les associations(/ > } /i), (/ J )et (B t F). 

La proposition (B) est fausse. Justification ; Si la phrase « Monsieur Boulanger est pâtissier » est vraie, cela 
entraîne que la 2* me hypothèse « Monsieur Fleuriste n'est pas pâtissier » est vraie. Comme II ne doit y en 
avoir qu'une de vraie sur les quatre, la 1ère hypothèse « Monsieur Pâtissier n est pas boulanger » est 
fausse, donc Monsieur Pâtissier est boulanger. Monsieur Fleuriste sera donc fleuriste par déduction. Or ceci 
entraînerait que la 4ème hypothèse est vraie. Comme il ne doit y en avoir qu une de vraie sur les quatre, 
on aboutit à une contradiction. Monsieur Boulanger n est donc pas pâtissier. 

La proposition fC) est vraie. Justification : Si la phrase « Monsieur Boulanger est fleuriste » est vraie, elle n'est 
pas en contradiction avec les quatre hypothèses. 

La proposition loi est fausse. Justification : Si la phrase « Monsieur Fleuriste est boulanger » était vraie, alors 
les hypothèses 1 et 4 de l'énoncé « Monsieur Pâtissier n'est pas boulanger » et « Monsieur Fleuriste n'est pas 
boulanger »> seraient vraies, ce qui est interdit, Cette phrase est donc fausse. 
































A 

B 

C 

F 

y 

F 


UBffiE95iî !S!!l41 es, fausse. Justification : On montre que le train (T, ) roule à une vitesse égale à : 

j6 00 x 400 _ 200000»,//! = 200 km/h 

est vraie. Justification : Lorsque les deux trains se rencontrent, ils ont chacun parcouru | 
‘-OQfaïj » (/, ) en 2/i à la vitesse de \00kinfh ,et(/j)enl/r à la vitesse de 20 0km/h . Il ne reste plus q üe 
-OOfo? à chacun d'entre eux pour atteindre les villes H et A, qui sont donc bien distantes de 400 km, % 

est fausse Justification : Puisqu'il lui reste 200ÀW à parcourir, le train (7j ) devra encore 
rouler 2 heures (puisqu'il roule à mbnjh), donc arrivera à 14/r. 

P opnsïtîonfQl est fausse. Justification : Supposons que les deux trains roulent à 100 Am//? en 10,6$ j| s 
parcourent chacun une distance égale ; 

100000x10,6 


3600 


« 294m 


Entre le moment où ils commencent à se croiser, et les 10,6$ après, ils ne se seront pas totalement croisés 
puisqu'ils auront encore 12m « en regard » 


Exprimons les assertions suivantes è l'aide des quantificateurs : 

: «3* G/, / (x) = 0» ; p i ; « 3 Jfe GM,Vx €/,/ » 

P,: * Vjc 6/ ./(*) = 0. ; P 1 :*V(x,y)eI 1 ,f( x )=f(y)= >x =y, 


-Si 


D-Soltx 6 [0,I[. On a pour toutn eN,i,(i)=■!— î—. Puisque X** 1 > 0 alors s (x)<_L 

!-x ,v 

On peut prendre U = J-.Onadonc: Vx e[0,l[,3M e IR, V» G N, î. (x ) < U 

2) - Oui, pour tout » e N etx « [0, l[, i. (x ) s „ +1. On peut prend reW = „ + , , donc . 

V« € N, 3M € R, Vx 6 [0,l[, (r ) s U 

3) -Pas forcément Si c'était le cas, on aura lima (.v ) < M c'est-à-dir* » A „ 1# M . 

x-»i "vJ- m * c est-a-dire n + 1 £ A/ pour tout neN. Mais 

*>! 

cela entraîne doncque la suite (n +l)„„ est majorée, ce qui es, évidement feux. 
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LES GRANDS TYPES DE 


RAISONNEMENT 



&ŒMPIES TYPES ÇQM1GES 



Exorclco if ont r ni mimant 




Soit / la fonction définie sur [0,+co[ par: j {x)z* x\[x. On cherche à savoir $1/est dérivable à droite en 
0 ou non. On tient pour cela le raisonnement suivant : 

« / est le produit do la fonction jn-> x avec la fonction yjx » 

Ces deux fonctions sont définies et continues sur[Q, l<»[ ( mais la fonction jch> Jx n'est pas dérivable à 

droite en 0. Il s'ensuit que / n'est pas dérivable à droite en 0 en tant que produit de deux fonctions dont 
l'une n'est pas dérivable en 0. 

Ce raisonnement est-H exact ? 


A 


Du Bac Aux Classes Prépas 


Exercice d ontrnlnomont 


4 ! 

I 


n 


1)- Montrer par récurrence que pour tout n g N : 11 divise 5 ÎB " + A ua + 3 in 

« | h(/j + 3) 


2)- Montrer que pour tout n g 


tf*(* + l)(* + 2) 4(/i + l)(« + 2) 
3)- Soit ) n>] une suite de nombres positifs. Montrer par récurrence que : 

Vwe N* : f^(l+o i )^l+2 fl i 


M 


i 1 


/i 


Du Bac Aux Classes Prépas 


Exorclco dontralnomant 




é\ 


1)- Soit ûfe]0j[. Prouver que pour tout nt 2: l~/ia <(l- a)" 


1 + nu 


In 2 

2)- Montrer que le nombre-est Irrationnel. 

In 3 


f, iY, iW 

l + -r I + -S- 

1 J Â 2 J 


3)* Montrer que pour tout/7 g 


4)- Prouver que pour tout jreR: x -jf+l^pr- 
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l) 5 3-i 
n ) n 


l — JC I ' ' ' 

5J* Résoudre les inéquations suivantes : (/,): |* +2|â-—- ; (/ 2 ); JC4-1 ^ V.t + 2 


1 + x 


r\ 


Du Bac Aux Classes Prépas 


’ïl 


Exorclco d’ontraînomont 


m. 


m 


m 




Soit (w,, ) la suite définie par u 0 « 1, w, = 1 et pour tout n e N : u ni2 « (n h !)(/(„,, + r/„) 

Montrer que : V/i £ 2, (n -1)! £ u n 5 n\ ipjfc; 





















































Exercice d’onlrnînomont 


î|- Sachant que -75Ô yr Q, montrer que -72 + ^3+ V5 f Q. 

2)- Montrer par récurrence que : V» g N, 5" w £ 4 +3 

3|- Soittf € E. Prouver que (V^> 0, |fl| < e) =$ a - 0 

4}-Soient ^,rï 2 ,...» O, neuf entiers naturels tels que: o, + a 2 +„.+a 9 =90 
Prouver qu'il existe trois de ces nombres dont la somme est supérieure à 30. 


e * 

K! 


- 1 V 
■-% 




Du BacAuxClasses Prépas 


Exercice d’entraînement 


Un coffre-fort est muni de n serrures différentes et ne s'ouvre que si ces w serrures sont ouvertes à la fois. 
On considère 5 personnes A, B, C, D et E ; on demande de choisir l'entier» le plus petit possible et de 
distribuer des clefs à ces 5 personnes (on dispose de chaque clef en autant d'exemplaires que l'on veut) | 
pour que le coffre-fort ne puisse être ouvert que par A et B ensemble, ou bien par A , C, D ensemble, 
ou bien par B ,D,E ensemble. 


| Du Bac Aux Classes Prépas 

| Exercice d'entraînement y 


N 

V 0 


Soient a, è etc trois réels positifs. Montrer que l'un au moins des trois réels fl (l -£), d(î-c), c(l-a) 


est inférieur ou égal à —. 


Extrait concours EtfSAM f 


Exercice d’entraînement 


Soit H («) un énoncé dépendant de l'entier», Les assertions suivantes entraînent-elles que// (n)est 
vraie pour tout» g N : 

(A) H (0) et ( V» e N, H (») H(n +1 )) 

(B) H (l) et (V« g N, //(») H [n+ 1)) 

(C) i/(0)et (V« g N, i/( »+l)=> m) 

(D) H (0) et ( V» g N, H(n)^H(n + 2)) 

(EJ //(Q)et (V/teN, //(«)=>//(»+2))et (Vm g K, //(»+!) => 

(F) H (0) et (V» g N, //(») => H (2»)) et (V» g N, H[ n + 0=*»(»)) 

(S) H(0)kH(Ï) et(v« e N, H(n) =>H{ 2»))et (Vn e N, #(»+!)=> H(n)) 




































MQICATlQNSer REPONSES 


*1 


¥ 


it 


Ce raisonnement n'est pas exact puisque : 

lim = )\ m 2&= lira >[x = 0 

Jf-M) X jr->0 x 

Donc f est dérivable à droite en zéro. 

L'erreur vient du fait que si / est dérivable en jr 0 et g n'est pas dérivable en;r 0 , on ne peut pas avoir une 

■f 

conclusion relative au produit f x. g, 

C'est la confusion entre la somme et le produit que l'exercice veut tester. 

1). Posons pour tout neN : u n ~ 5 s,,hl + 4 S " +2 + 3*" 

• On a k 0 = 22 donc 11 divise w 0 . 

• Supposons que U divise u n et montrons que 11 divise w B+t , 

Soit A G Z tel que u n -1 \k . On a alors ; 

u nil = 5 3 " tfi + 4 Sb< 7 + 3 5 " fS 

^3X25xS Sni} + 4**+3P» 

= 3125 x («„ - 4 5 *' 1 - 3 în ) + 4 Jrt * 7 + 3?"* 5 

= 3125w„ - 4 Sni2 (3125 -1024) - 3 S " (3125 - 243) 

= 3125 u n - 2101 x 4 Sjrtî - 2882 x 3 în 
= 11 (3125 k -191 x 4 iMl - 262 x 3 îrt ) 

Avec (3I25*-191x4 Snll -262x3 s ")eZ 

• Conclusion : Pour tout n e N : 11 divise S 5 ”* 1 + 4 5 " t2 +3 5 " 

1 n(n+3) 


Ct 


02 


2)' Montrons que pour tout» g 


♦ Pour» = 1, on a bien - - - 

6 6 


^Ja(A + 1)(A+2) 4(« + l)(tt + 2) 


Supposons que ^ 


1 


»(«+3) 


Ük(k + l)(k+2) 4(» + l)(»+2) 

] (» + !)(«+ 4) 


et montrons que : 


tl il 


P 


tt U 

On a: £ 

k 


fï*(* + l)(* + 2) 4(»+2)(»+3) 
1 ^ 1 


■ik(k + \)(k + 2)~r!k(k+\)(k+2) ’ (n+l)(n + 2)(n+3) 

















/f(« + 3 ) +—-—~T7-IT 

= 4(«+l)(n + 2) (« + >)(" + 2 )( n + 3 ) 

tff« + 3) 2 + 4 

4(;r + l)( H + ^)( /, + 3 ) 

(n + !)(/? + 4 ) 

4(w+2)(rt+3) 

jl I n(n + 3) 

•Conçus,on: 

* « 

3)- Montrons par récurrence que : Vw e N* : no 

<=i /=1 

• Pour» = 1, on a bien: l + ^>l + ûj 

■ n »±1 

* Supposons que JJ(l +a t ) > 1 + ^ a { et montrons que J^[(l 4- a. ) >. 1+^ o i 

i=l i=l W 

On a : 


i=l 


n(i+^)ii+2^^fn(i+^)l(i+^)^fi+2^ \( i+a n«) 

w « \ M / V *=1 J 

h+1 n n 

=> n o + °i ) & 1 +E 1 a i +°»i+-Z' a, 

i=l i=l i=l 

«+) «+1 

^n( i+fl .> i+ £«i 

i=l M 


Conclusion : Vn e N' : no + a,)> 1 + ^a. 

i=i i=i 


l)-Soïta€ ]0,l[. Montrons par récurrence que pour tout«> 2 : 1 - «a < (l - aV 

I + na 

• Pour n = 2, on a : 1 - 2a < (l - a) 2 < —!—, En effet * 

l + 2a 




n 

Xi 


■ 

■J 
* ^ 


t : 

ïr 

|^r 

Vi 

I 




<33 




(.-^-O-^Wx, et _L__ (1 _ a)J=î i__ (l _ 2a+fll)= 3^ 

3a 1 (l-a) + 


1 + 2û 


et - ; --> 0 

1 + 2 a 





































• Supposons que 1 -na < (l - a)” < ■ 1 et montrons que I -{« + l)o < (I — «rV* 1 < *———r— 

1 + Wrt \ / \ / 1 + (h + 1)û 


On a 


\-na< (I -a) n <-L - =>(| - wo )(j -«) < (1 - a )"" <. 1 ” a 


1 H- na 


\ + na 


=$ l-^ + lJa+wa 2 <(l-a)** 1 < * a 


1 + na 
]-a (n + ljo 2 


Déplus: l-(rt + l)tf <l-(rt + l)ûr + / W 2 et —_L^-—- v w 

l + (« + l)a \ + na (l+(/7 + 1)cr)(l + Aia) 

Donc: 1 -(» + l)o <(l -a) 1 


ntl 

< 


l + (// + l)a 


• Conclusion : Vw ^ 2, l - na < (l - af < 


1 + na 


2)- Par l'absurde, supposons que —— est rationnel, on peut alors écrire : = —■ avec (ô, 

m3 In 3 b 

avec b* 0. On aura alors Mn 2 = crln3 et donc In 2 b = )n 3“, d'où 2 4 = 3°. Ceci c'est absurde car 

In 2 


2 est pair et 3 est impair. Par conséquent : — est irrationnel. 

In3 

( 1Y 1W 1 

3 ). Montrons par récurrence que V« e N* : 1 1+-7 I+-y ... I + -7 

V 1 À 2 J V « 


^<3-i 

n 


• Pour « = 1, on a bien: 1 + 4-^3-i. 

1 J I 


Supposons que 1 + 


( 1Y O 

f 1 ï 

i+4 1+4 


l 1 3 JL 2 3 J 

L «a 


„ 1 

<3 — et montrons que: 
n 


K)( ,+ f} 


( y n 

+ ”, 

n ) 




1 + 


I 


, ( H + 1 ) 3 


£3- 


n + 1 


On a 


■ H) 


f iW 

I + —7 ... I + 

2 / l 


rr ) n 


donc : 


K) 


(. ! 1 
l + ?J 


(^ O 

. 1H—ï* 




I + ■ 




(' ,+, ) 3 J 

Pour terminer la démonstration, Il suffit alors de vérifie que : 


4 ) 




(«+ 0 1 




-)fi + 

n){ 


(//il) 


«+1 




















































En réduisant au même dénominateur, on obtient : 



4) - Prouvons que pour tout x e 35 : x* - x +1 > |x -1| 

• On va faire une étude des cas : 

> Si jc > I alors |x-l| = x-l et donc: x 2 — jc + 1 — |jc — 1) = ^ -2x + 2 

Le discriminant de x 2 - 2x + 2 est strictement négatif, donc* 2 - 2x + 2 > 0, et par 
conséquent x 2 - x +1 > [x - 1| 

> SI jc < 1 alors [jc —1| î= 1 — je et donc : x 2 -x+l-|x-l| = x 2 et jc 2 > 0. 

Donc: x 1 -x + l^|x-l[ 

• Conclusion : pour tout x e R : x 2 - x +1 > |x -1| 

5) - Résolvons l'inéquation : (l x ): [x + 2| t. —- 

1 + x 

• On va faire une étude des cas : 



> Si x g [-2,+cof, (/j ) est équivalente à x + 2 > -—-, c'est-à-dire : —'- ^ + ^ > 0 

1 + jc jc +1 

L'ensemble des solutions de(/,)dans [-2,+oo[est: 5, = [-2,-1[u£-2+>/3,-H»!" 

> Si x e l-oo,-2], (/,) est équivalente à ~x - 2 £ -—-, c'est-à-dire : — + — - - < 0 

1 + x x + t 


I 

B 



■* I , 4Î 


L'ensemble des solutions de(/j ) dans ]—00,-2] est : S 2 = ]~oo,-2] 

• Conclusion : L'ensemble des solutions de(/, ) est : S = 5, \jS 2 = u^-2 + V3,+°o| 

Résolvons l'inéquation : (/ 2 ): x +1 < y[x + 2 

L'inéquation(/ 2 ) n'a de sens que si X6[-2,+oo[. Soit alors xe[-2,+co[,ona : 

(/ 2 )o^(x + l ) 2 £x + 2 et x + 1 > 0 jo« (x<-i)j 

o[[x 2 + x-l<0ef x + Uü] ou (x^-l)] 


























0 x e 



2 

O A* G 

f - 2.^1 


ou x a [—2,—1 ] 


Conclusion : L'ensemble des solutions de (/, ) est : S - 


- 2 , 


Vü-1 


04 


Montrons par récurrence que : Vw > 2, (n - 1)! <, u £ //! 

• On a 7 ï = 2 : « 2 =2et 1!^«,<2! 

» Supposons que (n-l)!^j/ B £ /i! et /»l£ w nt) <(h + î)ï et montrons que: (w+l)!£ £ (w + 2)! 

0° a : n\ +(n-l)!sw (i+1 +u n <(n+l)l + w! 

Donc : (n - l)!(n + 1)5 UfHy + u n Z n\(n + 2) 

En multipliant les membres par (n + l), on obtient: (w-l)!(«+l ) 2 < u^ 2 <(n + 2)\ 

Or: n\< (n -!)!(« + ]) donc (/r+l)!<(«-l)!(/j + l) 2 et par conséquent : 

(w + l)!<a n(I <(« + 2 )î 

• Conclusion : Vw > 2, [n -1 )! < u n < ni 


1) - Montrons par l'absurde que 4l + -Jï + 41 fï Q. 

Supposons que : yjl + -JS + -JS eQ et posons : -Æ + Jï + yjs = q avec q g Q. Dans ce cas, on aura : 

*j2 + & = q-4s ,donc [JÏ + JÏ} 2 = -V5) 2 , c'est-à-dire2>/6 + 2>/J= ? 2 , ce qui donne 

24 + 20q 2 + SqJsÔ - q 4 , d'où y/ÏÔ = - ~ 2 ° g 24 et donc JÏÔ e Q, ce qui contradictoire. 

2 ) * Montrons par récurrence que : V« g N» 5"' 2 > 4 "* 2 + 3"' 1 

• Pour n — 0, on a bien : 5 2 k 4 2 + 3 2 

• Supposons que 5” t2 â 4 rt+2 +3" 12 et montrons que 5 £ 4 +3 

On a: 5 nl2 k4 nt2 + 3’ H2 ,donc S** 3 >5( 4 "' 2 +3"' 2 ). De plus, on a : 

5( 4 " +2 +y t2 ')-4 K * 3 -3'" ) = 4' ,+2 +2x3 im2 et 4 n * 2 +2x3" fï £0 

Par conséquent : 5'" 1 £ 4"’ 1 +3 rt<3 _. 
























• Conclusion : Yn e N, S** 3 ï 4 "'* + y*' 

3K Soit a e R. Montrons l'implication(Ve > 0, |«| < *) => u = 0 

Il suffît de faire une démonstration par contraposée, en prouvant que a / 0 => (3jt > 0, |a| â £ j) 


Comme Q * 0 alors c - convient et répond à (a question. D'où le résultat. ,ï 

4^-Soient neuf entiers naturels tels que : a l +a î +... + a 9 ~9 0 

Prouvons par l'absurde qu'il existe trois de ces nombres dont la som me est supérieure ou égale è 30. | 

Supposons le contraire. Dans ce cas, on aura par exemple : (après une reindexation éventuelle) 
a, + 0 , +Oj < 30 et a, + o 5 <30 et a, <30 

Ceti entraîne que; a, +a 2 + a i + #, +a 6 +a 7 +a t +0, <90 et donc 90 < 90. D'où le résultat 


C6 


. y 


>1 

-î 

* 

-R 

ri 

v4 

•i 

« 

fl 

y 

.h 

i'j 


Considérons cinq variables proposîtionn elles A,B ,C,DetE .Â chaque situation possible (présence 

d un certain nombre de gens parmi la personne A, la personne B, la personne C, la personne D et la 

_ 

personne E), on associe une distribution de valeurs de vérités sur notre ensemble de variables, de la façon 
suivante ; 

• si A est présente, alors A est vraie [Le. la variable A vaut 1), sinon elle est fausse (elle vaut 0). 

• si B est présent, alors B est vraie, sinon B est fausse. 

• idem pour C, D et E 

La formule d'ouverture du coffre s'écrit alors aisément en fonction de nos variables propositionnelles : 

Le coffre s’ouvre si et seulement si : 

• A et B sont là, c'est-à-dire ( A et J?) vaut 1, 

• Ou alors A, Cet D sont là, c’est-à-dire (A et Ce/Z)) vaut 1. 

• Ou enfin B, D et E sont là, c'est-à-dire (Bet DetË)v autl. 

Autrement dit, la formule d’ouverture du coffre s'écrit : 

(Aet B) ou ( Aet Cet D) ou (Bet DetE) 

En utilisant les règles de distributivité de la disjonction par rapport à la conjonction et réciproquement, on 
peut alors transformer cette écriture, pour passer d’une disjonction de conjonctions au contraire 
(conjonctions de disjonctions). Cette transformation formelle semble anodine, mais nous allons voir qu'elle 
permet de répondre directement à notre problème. Transformons donc. Pour faciliter la lecture, nous 
allons d'abord transformer une partie seulement de l'expression ; 

[(Aet B) ou (Aet Ce/Z))]o[^ ou (Aet CetD)\ et [5 ou (Aet Cet D) ] 



*■ ■ 

\ 














O 

O 


On sait que : (/> et (Y* on Q ) ) ç* p 

On obtient en prenant a ct Qm{Cvl D) ; 

A ou (A et Cet /)) <* A cl [li ou (A et C et D)) 

A et [li ou A) et [!i ou C) et (ti ou D) 

Aet (H ou C) et (Ji ou D) 

De la même façon, on montre que : 

A ou {net Det /£) <=> {AouB) et {AouD) et ( AouE ) 

De Plus : 

[(# et D ) ou {B et D et £)] o {B ou D ) 

On obtient donc comme expression pour la formule du coffre : 

{A ou B ) et {A ou D ) et {A ou E ) et (5 ou C ) et {B ou D ) 

Il ne reste plus qu'à interpréter cette formule en termes de coffre-fort. Ceci signifie qu'il sera ouvert lorsque 
seront réunis ; 

• Alice ou Bernard, à qui l'on donne donc une dé (chacun) de la première serrure. 

• Alice ou Dominique, à qui l'on donne une clé de la deuxième serrure. 

■ Alice ou Emile, à qui l'on donne une clé de la troisième serrure. 

• Bernard ou Christine, à qui l'on donne une dé de la quatrième serrure. 

• Bernard ou Dominique, à qui l'on donne une clé de la cinquième serrure. 

C’est-à-dire cinq serrures suffisent à répondre au problème. Comme de plus aucune des conditions précé¬ 
dentes n'est conséquence des autres (par exemple, si seuls Alice et Christine sont présentes, les quatre 
premières conditions sont réunies, mais pas la cinquième), il faut donc au moins cinq serrures. 

En définitive : H faut cinq serrures. _ 


Par l'absurde, supposons que : a{l—b)> — et è(l c)>^etc(l 
En multipliant les membres de ces inégalités, on obtient. 

<z(l b)c(l-c) > 


07 


( 1 

X —T 


V 


>0 


Or, pour tout x e IR : 

Donc < — et *(1—Par conséquent : a(l -(l-^ ^■ Contcadiction 

A x 4 



-t" 

















Soit H («) un énoncé dépendant de rentier n. 

• L'énoncé (A) : Oui 

C'est du coure 

• L'énoncé (B) ; Non 

Contre-exemple : considérons l'énoncé // ( w ) : « Vrt € N , « -1 

On. (1) est vraie et pour tout n € N, W(»)=»W(»+1) est vraie (ceci car H{n+ l)N 

Cependant, l'énoncé H (0) est faux car 0 < 1. 

» L'énoncé (C) : Non 

Contre-exemple : considérons l'énoncé //( w ) : « V«€ 0* 

One H(0)estv ra ieetpourtout»eN,H(«+l)^^(») estvraie,car 

Cependant, l’énoncé H (n) est faux. 

• L'énoncé (D) : Non 

Contre-exemple : considérons l'énoncé //(»): «V»eN,nest pair» 

On a //(O) est vraie et pour tout nefl,H(ri)=2 est vraie, car ies entiers flet fl+2 ont 

la même parité. Cependant, l'énoncé //(fl) est faux. 

• L'énoncé (E) : Oui 

Puisque H(0) est vraie et H( 0)^H{2) alors// (2) est vraie. De l'implication H(2)=>R{\) 
On en déduit que H( l) est vraie. 

Puisque//(0) et //(l)sontvralesetquepour toutneN,W(» tl)=> W(«)=>^( n+2 )«t 

vraie, alors //(») est vraie pour tout « e N. 

• L'énoncé (F) : fausse 

Contre-exemple : considérons l'énoncé H («) : « V/igN,«^0» 

• L'énoncé (G) : Oui 

On a #(l) est vraie et H(\)=> H [2), donc//(2) est vraie. Puisque//(2) => H (4), alors H( 4) 
est vraie. De plus, H{4)=> H(3), donc ff( 3) est vraie. Comme H (3) ^#(6)alors H( 6)tst 
vraie. De plus, //(6)=>//(5),donc//(5) est vraie, et ainsi de suite. On en déduitalore que//(») 
est vraie pour tout n 6 N. ___ 










LOGIQUE ET TAGE-MAGE 



répWM 


<**' groupe do Ictttev *taaft tog^mm» 4 b plaoî * ^ , 

COJ? 

UQ 
PYW 
HÂX 

xm ? &fc m qpr 

(A) FED (B) IHJ {q VÜW 


ta bonne réponse 


Ûuel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

SVA 
KNÂ 

OTW CMP UDG ? QPR 

GJB 
EHE 


(A) DGI 


(B )MPS 


(C> swz 


(0) QOP 



{DJ PEU 


Exemple Concours TAFEM \ 


Choisir la bonne réponse 


Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

EPP 

FAF 

OLP 

AML OUT ÏFE ? TRQ 

IBR 




(A) YNM 


{B )HEG 


(C) YSR 


(DJ HJ1 







Choisir la bonne réponse 


\ 


Un Journal quotidien paraît sur 16 pages de format 3 3c/n sur 50c/n. Il est tiré chaque jour à 40000 exemp- 
Aires. Quelle superficie de papier utilrse-t*on environ chaque jour ? 

(A) 1000/n 2 (B) Ikm 2 (C\mha 


(D) lO’cnf 


m 



j 


































Choisir In honnn rrtponvi 


Quel groupe do lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

KM 

CPU ? EDJ PCK GRl 
PQO 


UVP 

JKY 


{^) sai 


(B) DPI 


(C) MNO 




Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne rôponso 


Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

O P Y 

OAR ? JYN MEL PVJ 
IPO 
roc 

ORS 

(C) OLP 


(A) SOP 


(B) GOP 




Choisir la bonno réponse 


M 


Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

67// 

WW 

UPS QSR ? SEP ASO 
DEP 
IMN 


{A )YZA 


(B )SRQ 


(c) tu y 




Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonno rdponso 


(D) RSA 


( 0 ) GNO 


(D) OPQ 







Avec une photocopieuse, on réduit de 20% l'aire d'un carré de lOtVrtde côté. On s'aperçoit que la figure 
est trop petite, mais l'original a été détruit. 

De quel pourcentage faut-il agrandir l'aire du carré obtenu pour retrouver le carré Initial ? 

(AJ 20 % (B) 25 % (C) 30 % (D)S 0 % 


































"g - pleC -.^77gîT| Choisir la bonne réponse 






Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

SPC 

DFE 

DQB EPA ? GNB HMY 
HFI 
JIK 

(A )FOG (B )LFG (C) HOG 


(D) FOE 






Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 


» 

H 


■j T 

a 

L 


Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

KIV 

QOX 

NTV ? ODF RSU AVX 
NLS 
FDJ 


(A )FDE 


(B) USA 


(C) IGI 


(D) PRT 


w- 

1 

V 


Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 


Quel groupe de lettres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

CHF 




fs 

m. 


NEN EDD 


(A )GGE 


(B )XEX 


OPN 

SSE TET ? 

AFD 

SWU 

(C) REE 


(D) EDB 


Choisir la bonne réponse 




te 


I En achetant 4kg de pêches et de 3 kg de tomates, j'ai payé 62 DH. Une semaine après, j'achète les mêmes 

quantités pour 57,70 DH, car les pêches ont baissé de 20% et les tomates ont augmenté de 25%. 




iw.j 


Quel était le prix initial du I kg de pêche ? 
(A) 10 DH (B) WBH 


(D) 13 DH Z 


» 


(C} 12 DH 








































Choisir la honn?) rUpiinw 



Deux augmentation* successives de 10% du prix d'un produit donne une augm _ 

i#ii (DJ 23/d 

(A) 17 % mv 10 % (Cl 4 J 



Choisir lo honnn rrtpomo 



WmpjcX^connTAF^ 

(A) Plus le périmètre d'une figure est grand, plus son aire est étendue. 

(B) SI deux figures ont la même aire leur périmètre est le même, 

(CI On peut fabriquer des figures (faire très petite et de périmètre très grand. 
(D) L'aire d'une figure est toujours plus grande que son périmètre. 







Un skieur de fond a calculé que s'il skie à Wkm/h en moyenne, Il arrivera à destination à n heures . Mais 
s-llà 15tor//i en moyenne, il arrivera à destination à 11 heures . A quelle vitesse moyenne doit-il skier poq 
toucher son but à midi ? 

(Ail 1,5 W/? (8112,5 km/h (Cl 13,5 km/h (D) 12km/h 



Choisir la bonne réponse 


Exemple Concours ÏMFEM 
Deux cyclistes vont à la rencontre l'un de l'autre, le premier fait du l&hn/h et le second du 22km/h. 
SI au moment identique où ils démarrent ifs sont séparés de 54 km, au bout de combien de temps se 
rencontreront-ils ? 

(AJ 80 mn (B) 81 mn (C) 82 mn (D) 83 trm 




A 


Choisir la bonne réponse 




Fxéjnp/é Goncdure TÀFEM 

Un robinet placé en haut d'un bassin le remplirait en 9 heures, tandis qu'une vanne placée à la base le vide 
rait en 15 heures. Le bassin est vide, On ouvre alors le robinet et la vanne, au bout de combien de temps le 
bassin sera-t-il rempli ? 

(A) 22h\Qmn (B) 22h20mn (C) 22h30mn (D) 22h40mn [* 


Examen type HEM 


Vrai ou Faux ? 


1) - Lorsqu'on effectue deux remises successives de 7%, puis de 20%, l'ordre importe peu. 

2) - Une augmentation de 12% suivie d'une baisse de 12% cela ne change rien. 


§? 
















































Exercices d'entraînement 

/-{ Ou Bac A ux Classes Prépas |- 






I- 



En2009, le bénéfice d'une entreprise était de 100000 Dhs. 

En 2010, ce bénéfice a baissé de 10%, puis en 2011, on envisage une hausse de 15%. 

1) * Calculer le pourcentage global d'évolution du bénéfice entre 2009 et 2011, 

2) - Calculer le pourcentage moyen annuel d'évolution du bénéfice. 





































AL 


mm mm 



ÙÊmmâàtmM, «M s M % wmi 


8 

CAI - x 



pm7 fa* pfuf vèe '3*-* Wf - mzpitxbcur 

teille par minute ; f« deu/ m»d&m sont fusées P ewbflt ^ ***® lttt 

Ccmb’cn de bouteffiefr-t-on rempli? 


(B) ISOj x+- 


Choisir fa terre repense 


Exe mpte Concours TAFEM 

Un étudiant achète 2 livres dont le coût est idsnlîqcs. # revend te premier au to^ ®fi* **• ** »» * 
perte et le deuxième eu bout de deux ans avec 
675ZJA. Qvel était te prix d'achat de l'un d'enoe eux ? 

(A) 450 DH (B) 500 DH 


40% de potée la revente do 2 livres Ui a dtn rappcfte 
,C) 550 DH W m>DH 



Exempté Concours TAFEM 

25% de mercure et la solution l’est composée de 10% de mercure. 

Le mélangez est composé I2cl de solution A' et 13c/de solution 7. 

Quel pourcentage {approximativement) de mercure y a-t-il dans cette solution ? 

(A) 17% (B) 19% (O 21% 


4:J 





Exemple Concours TAFEM [ 

Chez le concessionnaire automobile X ,te bénéfice net résultant des ventes de voitures a augmenté de M 
entre Janvier 2003 et Janvier2004. Pourtant sur la même période, le nombre de voitures vendues a 
nué de 10% Quelle a été approximativement l'augmentation moyenne en % du bénéfice net par voiture 

vendue entre Janvier 2003 et Janvier 2004 ? 

™ mv 72 fCl 23 (°) 25 





V 


Votre employeur a augmenté votre salaire de 16%. Votre nouveau salaire brut est 65757)7/ .Trouvez pans? 
les propositions ci-dessous, l'augmentation de votre salaire net en DH si les retenus représentent 1S o du 
salaire brut : 

(A) 733,66 (B) 743,66 (C) 753,67 fl» 763,67 


n 


































Choisir In bonno réponse 

Exemple Concours TAFEM |-—-- 


j 


! 


/ En établissant l'Inventaire des livres de la bibliothèque municipale, on remarque que : 

• Tous les livres français étalent reliés en rouge. 

• Tous les livres étt angers avalent plus de 200 pages. 

• Seuls des livres tcuges avaient des illustrations. 

• Seuls des livres de plus de 200 pages avalent un Index. 

En tenant compte de ces affirmations, cochet les livres qui ne peuvent pas venir de cette bibliothèque : 

(A) Un livre rouge espagnol. 

(B) Un livre avec des Illustrations et un index, 

(C) Un livre français de 85 pages avec un Index. 

(D) Un livre de 600 pages, relié en rouge et sans index. 


1 1 h 



lié Concours TAFEM 


Choisir la bonne repense 


Pour chacune des séries suivantes, notez les chiffres qui s'inscrivent logiquement sur les pointillés: 


mil 

(A) 10 

Série 2 a 
(A) 32 

mu 

(A) 17 

tëslsJi 

(A) 30 


7-6-8-S—9-4-. 



m h 


(C) 

12 

(n) 13 

17 - 

22 - 22 - 2 

!4 - 29 - 29 

- 31 



(0) 36 


m 

39 

(D) 42 

232 

i 

1 

- 62 - 70 - 

35 ** iimuti* 



m ai 


fc) 

28 

(01 43 

18 - 

24 - 29 - 2 

13 — 36 " 38 

i=s 1 , ^ I 




(fi) 33 


(C) 

37 

(0) 39 

m——m\ Choisir In bonne rtpon» 

1 PIÏM 


V* 


Pour chacun» des série» snlv.intoî, noter lus chiffre! ou Im Mm qui slnswlvote twrtes 

pointillés; 

Série h 

(C) ÏV (0) 



Kl - DW » (IT - J 0 - MN - PK 
(H) ES 

IV' tt ~ ML « VI — NO — 6S — mm»i 


vvm 



































”n„), cmamt gR- SSSSL «""P . 


! UtàLL 

. - 52 - 104 - 100 - 103 

«. 206 - 202 


f 

CA) 4$ 

(Q) 49 

(C) 50 

(0) 23 

SUUl 

9,42 - 11,25 - 13,08 - 14,51 

É * L 1 M 1 4 M « M 


a 

(A) 12,49 

(B) 14,39 

(C) 16,34 

(O) 18,05 

1 

Série 3: 

1485 - 495 - 504 - 168 - 177 

** 59 ” «.MiHM* 


.i] 

•'•ü. 

v 4 

(A) 17 

MdsJj 
(AJ 245 

(B) 21 

7 - 26 - 63 - 124 - 215 - ... 

(C) 28 

(D) 68 

ï 

s ■ 

(B) 423 

(C) 300 

(D) 342 

J 




Choisir la bonne rdponso 


Vous disposez d'une somme qui représente le montant total de 3 factures. Le montant de la 1** facture 

3 3 

est égal aux — de la somme totale ; le montant de la 2*™ est égal aux — du reste. Au moment de payer la 
7 4 

3* ma facture, vous bénéficiez d'une réduction imprévue de 10% sur cette troisième facture. Il vous reste 


alors 250 PH , Quelle est la somme totale des trois factures ? 
(A) 17500/)// (B) 17000D// 


yri 


(C) 16500DH 


(D) 18QO0ZW 




r 


^mpteCôncwrs'TAFEM\ 


Exercice d'entraînement 


Donner pour chacune des figures suivantes, en Justifiant votre choix, le groupe de numéros qui s'inscrit 
logiquement à la place des points d'interrogation ? 

35 8 33 


Mus! 


Baml 














































Choisir In bonno réponso 


y 

v 




Exemple Concours TAFÈM \ 

Quel groupe de lettres s’inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

GHU 

AEG TOU ? EMI A US 
PNG 
RSL 
DRV 

(A) YAR (B) IFA (C) EVQ 


( 0 } OU 


m 



Choisir la bonne réponse 


Exemple Concours TAFEM 

Quel groupe de chiffres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

142 

366 

214 

112 

589 256 701 ? 034 


(A) 145 


(B) 690 


(C) 234 


<D) 478 




Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 


Quel groupe de chiffres s'inscrit logiquement à la place du point d'interrogation ? 

981 

422 

624 


(A) 516 


240 304 

? 528 192 


817 

(B) 642 

(C) 752 


(D) 211 


m 


m. 




Exemple Concours TAFEM 

Quelle figure complète 
logiquement la grille? 


Choisir la bonne réponse 




O 

m 

X 

X 

il 

si 

\ / 

✓ \ 

v / 

A 




X 


□ 



® X 


m. 
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tumn >\ i tsUuUyt*.* \ 


Donner ( tu<uc ,h it*.$ ligures mrtttiitî, rrt l')' r iiU4nt rjhr/f J* 4* ?■■>*'£*&*'*" * 

loç'srçuc/itefjl à U place des points d'inlérrogadon ? 


Jiwtti 


BamX 


flS’JSZl 


3 

I 


6 

3 

fl 

2 

4 ! 

2 ! 

6 

2 

û 

5 

? 

? 

1 

1 

2 

0 






3 

9 

6 

2 

10 

0 

4 

4 

21 

27 

6 

7 ; 

6 

8 

7 

? 


2 

4 

1 

7 

t] 

)] 

4 

5 

12 

8 

M 

:?î 

6 

3 

15 

? 

F' - il 

5 

3 

7 

? 

P**' 




Exercice d cntr^IwnerU 


Donner pour chacune des figures suivantes, en justifiant votre choix, le groupe de numéros qui s'inscrit 
logiquement à la place des points d'interrogation ? 

Goure 1 MmsJ. 


7 

3 

9 

1 

4 . 

0 

2 

10 

0 

9 

5 

10 

5 

2 

? 

? j 
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Exercice d'entrainement 


Du tlacAux Classes Prépas 
Le prix d'un téléviseur était de 2000 f)hs en 2001 et de \600Dhs en 2002. 

J)- Calculer, en pourcentage du prix Initial, la baisse du prix du téléviseur. 

2) ' Le taux de baisse annuel est resté globalement le même depuis 2002. 

Quel était le prix du télévfseur en 2003. 

3) - A partir de quelle année le prix du téléviseur sera-t-il Inférieur à 30% du prix initial ? 




q J 

1 
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INDICATIONS ET REPONSES 



■U 

! ïi 


m 

ë 

M 

:■ 

st. j)C 

iZr-JM 

r.é\Sp 


Cl 


Horizontalement : trois lettres qui se suivent dans l'alphabet, la première étant au centre, la suivante en 


tête, et la troisième en troisième place B - A - C (Attention aux réponses A et 0 o£i les lettres viennent «fans 
un ordre différent). Donc les solutions possibles : B), C). 

Verticalement : tous les groupes contiennent une voyelle au centre avec des consonnes de chaque coté- Dans 
ce cas les solutions possibles : A), C), D). 
y bonne réponse est alors C. 

—-- " ' ci 

Horizontalement : les deux dernières lettres se suivent dans l'alphabet avec un écart de +3. 

He pas oublier que l'alphabet fait une boude, donc le dernier groupe suit bien fa même logique, B étant 3 
lettres après H (YZAB). Les solutions possibles sont : B), C), D). 

Verticalement : pour une fols, les deux alignements suivent la même logique : les deux premières lettres se 

1 

suivent dans l'alphabet avec un écart de +3. Solutions possibles : A), B). 

La bonne réponse est alors B. 


03 


Horizontalement : les deux dernières lettres sont en ordre alphabétique inversé. Les solutions possibles 
sont donc: A), C),D). 

Verticalement : la première lettre de chaque groupe forme une progression alphabétique croissante(E-F-G-H-0. 
Il manque donc un groupe commençant avec H. Donc, les solutions possibles sont : B), D). 

La bonne réponse est alors D. 


L'aire de papier nécessaire en m 1 par jour est donnée par la formule numérique : 

40000 x 16 x0,33mx 0,5m = 105600m 2 

La bonne réponse est alors D. (Remarquer bien que J O 9 cm 2 = 100000m' ) 


--——■ C3 

Horizontalement : les premières lettres de chaque groupe forment une série alphabétique croissante 
(manque D). Les secondes lettres de chaque groupe forment une série alphabétique décroissante (manque E), 
Troisièmes lettres de chaque groupe forment une série croissante (manque I). La seule solution possible est ; B 
Verticalement : dans chaque groupe les deux premières lettres sont en ordre alphabétique croissant. Les 

solutions possibles sont : B ( C ou D 
En définitive, la bonne réponse est alors B 


Horizontalement : la première lettre de chaque groupe forme une série où on progresse dans l'alphabet 
en sautant deux lettres à chaque fols. Les solutions possibles sont : B ou D. 


06 



























Verticalement : chaque groupe contient un O qui progresse d'abord vers ta droite, puis vers la gauche. Par 
conséquent, les solutions possibles dans : A ou B. 

La bonne réponse est alors B. 


Horizontalement : les lettres de chaque groupe reculent dans l'alphabet selon l'ordre : 2,-1 Oï 

| 

(PONM, SRQP, etc,), On préférera peut-être lire de droite 5 gauche pour que la régularité devienne évidente, j 
les solutions possibles : A), B), D), 

Verticalement : chaque groupe contient un D, et en considérant l'ensemble de haut en bas, on voit que le 0 se j 
décale tout d'abord vers la droite et ensuite vers la gauche. 

On retrouve ce mouvement de va et vient dans plusieurs exercices des concours. Le groupe à trouver devra 
donc avoir un D en troisième position. Le critère « contient un D », sans tenir compte de la position, permet la 1 
solution 0} et il n'y a pas de réponse unique. Les solutions possibles : A), C). 

La bonne réponse est donc A. 


Cs 

Le contraire d'enlever 20%, c'est ajouter 25%. On passe de 100 à80, puis on revient à 100 en ajoutant 


?n . 

20 à 80 , or — c'est un quart. La bonne réponse est alors B. 
80 


Horizontalement : la première lettre de chaque groupe avance dans l'alphabet (D - E - G - H). C9 

Nous cherchons donc un ensemble qui commence avec F. (Solutions possibles A, D et E) et D). la seconde 
lettre de chaque groupe recule d'une place dans l'alphabet {Q. P —... — N — M), il faut donc un ensemble qui 
a également un O en seconde lettre (solutions possibles A, C et D). Les solutions possibles avec les deux 
critères : A), D), 

Verticalement : les lettres progressent dans l'alphabet et passant de la première à la dernière lettre de chaque 
groupe et de groupe en groupe en descendant B - C/D - - l/J - K. II manque donc un groupe qui 

commence par F et se termine par G. La seule solution possible est : A). 

La bonne réponse est donc A, 


IC 


Horizontalement : les deux dernières lettres de chaque groupe se suivent à une lettre d'écart (TUV-DEF * 
etc.), les solutions possibles sont : C), D). 

Verticalement : Les deux premières lettres de chaque groupe se suivent à rebours avec un écart d'une lettre : 
(KJL - Q.PO- ...etc.). Les solutions possibles sont donc : A), B), C). 

La bonne réponse est donc C. 


Horizontalement : deux consonnes identiques et un E par groupe. Les solutions possibles : A), B), C). 


Il 


Verticalement : les deux dernières lettres de chaque groupe se suivent à rebours avec un écart d'une lettre : 
HGF, PON, etc. Les solutions possibles sont : A), D), La bonne réponse est donc A. 






















i 


Soit.v le prix initial en DH d’un kilo de tomates et y le prix Initial en DU d'un kilo de pêches. 

D'après les données de l’exercice, on a : 

* ( 25 \ ( 2ù\ 

3.v + 4r = 62 et 3 1 +— Ijt+ 4| I y - 57,70 

{ m) { 100/ 

Ce qui revient à résoudre le système suivant : 

3jc+4>’ - 62 

1 75ji* + 64y = 1150 

Et qui a pour solution : x ~ 6 et y - U 

La bonne réponse est alors B. 


Notons p le prix d'un produit. Deux augmentations successives de 10% du p donnent un nouveau prix 
Qui est égale à : 


13 


1 + 


10 




100 


p- 


121 

100 


f, 21 ^ 

l + —— 

100J 


Il s'agit alors d'une augmentation de 21%. La bonne réponse est alors C. 


Pour une même forme, un périmètre plus grand indique une aire plus grande, mais si on n'a pas de ren¬ 
seignement sur la forme, le périmètre peut être plus grand avec une aire plus petite. 

Si on considère maintenant un rectangle delO" 10 mde largeur et de 10 6 m de longueur, alors l'aire valle 
10 -4 m z (très petite), alors que son périmètre est très grand. 

La bonne réponse est alors C. 


» 


Appelons/ le temps, en heures, du trajet quand on arrive à 13 heures. 


ts 


Alors le temps mis quand on arrive à 11 heures est seulement(/ - 2). Dans tous les cas, la distance parcourue 
est la même donc les produits « vitesse x temps » sont égaux ; 10* = 15 (f - 2) => / = 6A 

La distance parcourue est donc : 10 x 6 = 60 km 

Si on veut arriver à midi, le temps mis ne sera que 6 h -1 h = 5h, ceci pour faire 60 km , donc la vitesse nece- 

60 km 


ssaire sera : 

La bonne réponse est alors D. 


5h 


-12 km/h 


En une heure, les deux cyclistes se rapprochent de 18 km + 22 km = 4 Okm . Pour se rapprocher de 54 km , 

il leur faut un temps de h = 1,35/r = 8 lm». la bonne réponse est alors B. 

40 


te 





































Y W ***** du b«*n. tnonr hrurc, «1 verve l'équivalent de ^ et on en vide rwte alors t *>j 

y r £ 

9 15 45 

IVffpftr hr basvn il faut dent J'inverse soit : *tA - 22A30®WI 

2 

U bonne réponse nt alors C. 


i 


î)- Cest vrai, tn effet, son y unt valeur donnée. Effectuer deux remises successives de 7%, puis de 20%,Hj 

** muWp,w (’- ïSiX 1 '‘ S) 1 *('‘ 5)(‘ '' î5ô) 

2*. Cest Uw. Soit q une valeur donnée. Une augmentation de 12% suivi d'une baisse de 12% c'est multip. 

( JOOA W 


Horizontalement : Les deux premières lettres de chaque groupe viennent en ordre alphabétique avec un 
écart de+ J (RST,M N 0,...etc.). Les solutions possibles sont : A}, B), C). 

Verticalement : la somme de la valeur des lettres (selon leur position A = 1 ,...,etc.) est toujours égale à 10. 
(OA/i *7+J+2s*10, FBB = 6+2 + 2 = IO,/J//zf=1+8+1 = 10, AO = 5 + 3+2 = 10). 

U solution possible est donc B) et 0) car ( HDD - 2+4+4 = 10) et D)( AhC = 1 + 6+3 — 10). 

La bonne réponse est alors B. 


n 


— 20 

Hottionaterrmt : les lettres de chaque groupe se suivent avec 3 lettres d'écart à chaque fols (LMNOPQR- 

EfCHlJK etc.). Les solutions possibles sont donc : B), C), E). 

Verticalement ; dans chaque groupe/ une voyelle est toujours suivi d'une lettre qui la suit de 3 places dans 
l'alphabet. OPQfl,MKL* ...etc Les solutions possibles sont donc : B), D). 

U bonne réponse est alors 0. 


21 


i 


Horizontalement ; Les premières lettres de chaque groupe avancent dans l'alphabet (B - C - D...). Les 
secondes lettres avancent dans l'alphabet sautant une lettre à chaque fols (R ST U V...). Les troisièmes lettres 
avancent dans l'alphabet sautant deux lettres à chaque fols (U V W X Y Z A...). La seule solution possible est D 
Verticalement : L'alphabet s'inscrit en diagonale lrc lettre 1" groupe - 2* lettre deuxième groupe/ 3* M le* lrc ' 
troisième groupe, Ire lettre quatrième groupe,,., etc Chaque lettre suit donc celle Juste au-dessus à gauche. 
La seule solution possible est donc D. 

La bonne réponse est alors 0. 

























I 




1)- Le pourcentage global d'évolution du bénéfice entre 2009 et 2011 est égale : 

10 Y i,' 


22 


(Tl- JL Y I + JLl -1 ] x 100% S \ 5 % 

Il looJl 100J J 


Il s'agit alors d'une augmentation de 3,5%, 

2)- Soit p %!e pourcentage moyen annuel d’évolution du bénéfice. On a alors : 


On en déduit alors que : 
En définitive, on trouve : 


f,-i°Y I+ JiW 1+ £ 

100 A 100 J l 100 
"-fi+J-Y 

200 l 100 ) 

p = 1,7% 


y 

; 


23 


Puisque M x remplit x bouteilles par minutes aforsM 2 remplit — bouteilles par minutes. Par suite, Les deux 


machines embouteillent en 3 heures : 


180 


7 J 7 7 


X + 


I 


Donc la bonne réponse est alors C. 


Soit X le prix d'achat de l'un des livres. D'après l'énoncé de la question : 

40' 


f 1 —] 

l îooj 


jc+ 1 


100 


Le = 675 


Ce qui donne = 675 et donc JC = 500 DH. U bonne réponse est alors B. 

100 


Le pourcentage de mercure dans la solution Z est donné par : 


25 


S 

, 


25% x 12 +10% x 13 
25 


17% 


La bonne réponse est alors A. 


Soit/», le bénéfice moyen réalisé par la vente de chaque voiture en janvier2003 et b 2 celle réalisé en 2004, 
Notons encore «, le nombre de voitures vendues en 2003 et n 2 le nombre de voitures vendues en 2004. 
Le bénéfice net résultant des ventes de voitures en 2003 estrtjè] et en 2004 c est ff 2 6 2 • 

Selon les données de la question, on aura la chose suivante ; 
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H,ft. »! 1 in.h et rt. ~f l ~7TZ | n i 

* J ^ iooJ n * l tooj 


■> 


Donc : 


«A 

! 

If- 

i 




• 


110 

run. 

j * 

i *■ 

100 


90 

-», 

100 1 


Et alors : 

Il Y a augmentation de 22% du bénéfice 


11 


ft, =—& et h , » \ t 2V\ 
* 9 


On peut répondre à la question par deux façons différentes. 

1*** façon : 

Le nouveau salaire brut étant 657 SDH . L'ancien salaire est (en DH ) : 

6575 


a? 


I + 


16 

100 


Approximativement, on trouve : 5668,11 DH. 

il y a une augmentation de : 6575DH — 5668,11 DH — 906,8 9DH 

Puisque les retenus représentent 18% du Salaire brut alors l'augmentation du salaire net en DH est : 

18 


906,89 - 906,89 x-= 743,65 

100 


2 façon : 

Notons B j l'ancien salaire brut, B 2 le nouveau salaire brut, N le salaire net et Pr les prélèvements. 


On sait que : B 2 = 6575ZW7, B x = N + Pr et B 2 = 

Par conséquent : B l - 5668,11 DH 
L'augmentation approximative du salaire net devient : 

0,16^ = 0,16(3 - Pr) 


'i+ii'U 


100 


= 0,16 




18 


B, 


1 100 ') 


= 743, 66DH 


En lisant bien l'exercice, on peut déduire que ; 

- Les livres français sont en rouge, mais des livres étrangers peuvent l'être aussi. 

- Les livres étrangers peuvent être rouges, les livres français peuvent avoir plus de 200 pages : les deux 
peuvent avoir un index. 

- 200 pages pour avoir un Index 
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.Tous les livres de 200 pages n'ont pas nécessairement d'index. 
La bonne réponse est alors C. 


pour la série 1, voyons bien qu'on suit la règle : -1 -> +2 -> -3 

7 (-1) 6 (+2) S (-3) 5 (+4) 9 (-5) 4 (+6) 10 

La bonne réponse est alors A. 

Pour la série 2, on suit la règle : +5 -> +0 -> +2 
La bonne réponse est alors B. 
pour la série 3, on suit la règle : -s-2 — > -t 8 
La bonne réponse est alors D. 

Pour la série 4, on suit la règle : +6 —> +5 —> 44 —► 

La bonne réponse est alors D. 


Pour la série 1, On a la règle : (1res lettres de chaque paire4-3,2e lettre -3) : 

A (BC) D <EF> G (Kl) J (KL) M (NO) P(QR) S Z (YX) W (VU) T (SR) Q (PO) N (ML) K (Jl) H 

La bonne réponse est alors B. 

Pour la série 2, On a la règle : (lettres et chiffres en sens alternés) : 

JK (-»)-21 (-»)-ML(->) -34(->) - NO(->)-65(~>)-QP 

La bonne réponse est alors D. 


Pour la série 1, on suit la règle : 4-3 -> x2 -» -4- 
La bonne réponse est alors B. 

Pour la série 2, on suit la règle : 4-3 -> *2 -4 

Il s'agit d’heures et on ajoute lh43min à chaque fols. On trouve alors : 

9.42(+lh 43)11.25(+Ih 43)l3.08(+lh 43)14.51 (+lh 43)l«ll 34 

La bonne réponse est alors C. 

Pour la série 3, on suit la règle : 4-3 —> +9 
La bonne réponse est alors D. 

Pour la série 4, on suit la règle : Enlever au cube -1 

U bonne réponse est alors D. 


Soit S l ,S 1 etS j les montants respectifs de la l*"facture, la 2*“ facture et la 3*~ facture. La somme 
totale est donc.Y = .Y, + S 2 + 5, • D'après les données de l'exercice, on a : 



















3 o 


10 


3 

4 

Do plus—.V, = 250 DH , «donc — x-S = 250/JW. Parc conséquent : S = 17500/JW 
100 100 7 

la bonne réponse est alors A, 


X, =jS , i,=|x(5-s,)=|s . S, = S-S,-S, = jS 


!.. 


Pour la figure 1 : Le nombre au centre est le plus grand diviseur commun des trois nombres autour. 

La bonne réponse est alors 3. 

Pour la figure2 : Le nombre au centre est égale à la somme des nombres autour, puis inversion des deux 
chiffres. 4 +3 + 8 + 1 = 16... 61. Donc la bonne réponse est 1. 

a 

'î 


Horizontalement : deux voyelles par groupe. Donc les solutions possibles sont : A),C),D). 
Verticalement ; deux lettres qui se suivent. Donc les solutions possibles : C), D). 

La bonne réponse est alors D. 


Horizontalement : dans chaque groupe, on a la règle suivante : 

Le T?**chiffre ~ \* chiffre +3 et Le Ÿ” e chiffre - 1?" chiffre +1 
Les solutions possibles ; A}, C) et D). 

Verticalement : On remarque que le troisième chiffre de chaque groupe est le double du premier, 
Les solutions possibles sont : C) ou D) 

La bonne réponse est alors C. 
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3 


Horizontalement : Les nombres sont divisibles par 4. Les solutions possibles sont: A) et C) 3® 

Verticalement : dans chaque groupe, le premier chiffre est égale à la somme des deux suivants. Les solutions 
possibles sont : B), C) et D). 

La bonne réponse est alors C. 


Que ce soit horizontalement ou verticalement, la case du milieu représente la superposition des deux 
cases de chaque côté. La bonne réponse est alors La figure 3. 
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Pour la figure 1 : horizontalement et verticalement, la troisième case est égale à la somme des deux 

premières. On a encore horizontalement et verticalement, la quatrième case est égale à la 
différence des deux premières. 

Les deux nombres manquants sont : 14 - 4 

Pour la figure 2 : uniquement horizontalement, la somme des deux premières case est égale au produit des 
deux suivantes-, 21 + 27 = 6x8 , 6 + 8 = 7x2 
Les deux nombres manquants sont: 8-2 


3S 




















pour la fi£ ure 3 ' Dans chaque rangée, le produit des deux premiers nombres est égale la somme des deux 
suivants: 6x3 = 15 + 3 , 5x3 = 7 +8 

Pour la figure 1 : horizontalement comme verticalement, la somme des deux premières cases est égale 
à la deux suivantes : 5 + 2 = 6 +1 

tes deux nombres manquants sont : 6-1 

pour la figure 2 : Le produit des nombres dans chaque section vaut 64. 

La bonne réponse est alors 2, 

pour la figure 3 : La somme des nombres du triangle dans lequel s'inscrit le nombre en question : 

3 + 9+5 = 17 

La bonne réponse est alors 17. 
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1 ) - La baisse est de 400DH, soit un pourcentage du prix initial égal à : 

400 

-— xlOO = 20% 

2000 

2) - En 2003, le prix du téléviseur était de 1600 x 0,8 = 1280ZW. 

30 

31-30% du prix initial représentent 2000 x-= 600 DH . 

100 

On utilise la calculatrice pour connaître les valeurs de/là partir desquelles : 2000x(0,8)" S 600 
On obtient donc/? > 6. 
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CALCUL ALGEBRIQUE 



asHftss nw cvkkwky 



(W (s* *-0(2* ♦ 0 (2 40 "■ S*)”2(' “ 4 J + 
(*-rf (»-4(«*4 




2 


($1 SI.V £ l et A v * îilors ï 


X' ~ ,v - 2 X i 1 


fl 

*3 

I 


© < 


Jt-l A‘-l 


A‘ -Vf l 




Du Bjc-Aux ClasscsPrépas 


Exercice dontraTnomont 



l>-SoitJt eR-{0.-1. 1}. Simplifier les expressions suivantes : 

î 


1 


ï-x 3 l-x‘ 


(*+l) 


I + A’ 


x 2 -l *(* + 1) *(x+J)(*+2) 


x 


2)- (a, 6) g S 2 et « g K . Factoriser tes expressions suivantes : 

a* -4a'b 2 +4/> 4 : Sa 1 -1256' ; a 2 + 2a 4 -è 2 - 26 4 


a 2 " -1 


a 2 * 41 *! 


3)- Simplifier : \6^2+>/3 ^-v/3 -îj 


/t 


Exercice d entraînement 

Du Bac Aux Classes Prépas }--—- 


Soit#€ Et . On veut calculer ~^cos(kô) et T n = ^sitt(k$) 

KO KO 

n 

1}- Calculer Z„ , en distinguant deux cas suivant les valeurs de 6, 

N 

2|- En déduire l'expression de S n et T n sous forme de produit et quotient de sinus et cosinus. 

n 

3)-a)-Sans nouveau calcul, donner l'expression de J cos (2&#) sous forme de sinus et cosinus. 

rt 

b|l-En déduire la valeur de B n = ^ cos 2 (k&) 


ko 






































Examen type HEM T_Vrai ou Faux? 


1)-soit* un réel différent del. Le nombre — - est égal à • 

(*-l Y 

x +1 


(A) 

(-1) 3 

2)- La somme 2 + 2 2 +... + 2" est égale à : 


(B) - 


x + 1 


(C) 


C*-i7 


(A) 2 fl4l -2 


(B) 2-2 


n 11 


(C) 2"-2 




ÎA. 


Exercice d'entrarnement 


1)- Simplifier les expressions suivantes : 

>/ 6-275 -ylô + ÏJs 


; (V5-Æ)(Æ + ^ + V5)(V2-V3+Vs) 

2)-Soit x t y e Q + tels que-*/* et^/ÿ soient irrationnels. Montrer que -Jx + -Jÿ est irrationnel. k^.- 

K 


Exercice d'entraînement 
Extrait concours ENSAM I-—- 


1)-Simplifier la somme S n = ^y 


1 


-, en utilisant l'égalité : 


1 1 


^(jfc + 2)(Jt + 3)'~'. ° (At + 2)(ât + 3) k + 2 k+ 3 

2}- Simplifier le produit^1 - p-j, pour un entiern > 2 

3)- Soit ne N*, montrer que (2 + S J + (2 - -Æ)" est un entier pair. 


4)- Démontrer que 


: V(o,ô,c) e M +î ! a 2 ~c 2 ~ b on a ^fa+y/b = J ^ +^j ” 


5)- Prouver que ^20 +14-%/2 + ^20 —14>/2 est rationnel 


& 


- —=~ 


Exercice d fintraînemcnt 


A 


ilsÎJs+ÂÎS . V5W3-4W5 

le réel ^ = —- 7 =- + rz 


1) - Montrer que le réel A --- T ^ 

2) -(a,x) e R 2 et n e N. Simplifier les expressions suivantes : 



5 =l-2x + 4*’+... + (-l)'2”x” ; -4„=2>" 


est un entier et le calculer. 


a I ii 


k-Q 


m 


i 






























































Extirclco dentMlnitmont 


Du Bac Aux Passes Prtpas f 


1)* Résoudre les systèmes suivants : ( a > 0 ) 


2,\}' = ï 



21og Jti ) 1 i2log r .v - -5 
[xy = t‘ 


V. 


2)- a}- Montrer que l’équation (A') : x' -3.v -1 = 0 admet trois racines réelles distinctes dans [-2,2]. 

b) -Posons .v = 2 cos or avec a g [0,,t], Montrer que cos(3a ) = 

£* 

c) ~ En déduire les solutions de (A)» 




Exçrclco d'entraînement 



Résoudre dans R l’équation suivante : sin(/rln.v) + cos(/rIn.t) = 1 


ri 


Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 




Un nénuphare, dont la surface double tous les jours, met 100 jours pour couvrir la surface d'un étang. 
Combien de temps mettront deux nénuphares pour couvrir cet étang ? 

(A) lOOjours (B) SOjours (C) 99jours (D) 75jours 


Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 


A 


Sur une route longue de 30Am, deux cyclistes, roulant l'un et l'autre à 15 kilomètres à l'heure, partent à la 
rencontre l'un de l’autre. Une mouche qui vole à 30 kilomètres à l'heure va, sans arrêt, du nez de l'unau 
nez de l'autre. Qu'elle distance aura-t-elle parcourue lorsque les cyclistes se rejoindront ? 

(A) 30km (B)l 5km (C) 22,5km (D) 60km 

I 


Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 




A marée basse, une échelle de coupée, fixée par son sommet au flanc d'un navire, a douze échelons hors de 
l’eau. Ces échelons sont à 25c/« les uns des autres, et la mer monte de 75c«ipar heure. 

Combien restera-t-il d'échelons hors de l'eau après une heure et demie de marée montante ? 

W Ncu f (B) Trois [C) Douze (D) Huit ^ 


































ppj t la justification des résultats, il suffit de faire des calculs simples dans 3 . 
yjfie une remarque, on peut tester la validité d'une égalité si elle vraie ou fausse en donnant quelques vaeurs , 
j^jrjr .Si l'égal'té n est pas vraie pour une valeur de j bien choisie, alors elle est fausse. 


jj- SoitX sR - , Simplifions les expressions suivantes : 

Jl _ 3 _ 2 3 _ 

I-** l-x J (I-*)(1 + *) (l-jc){l + jc+jr 2 ) 

2^1 +.y + ,y 2 )-3(| + jc) 

(i-x 2 )(]+*+**) 

2x 2 - jc -1 
(l -^J^I+x+jc 2 ) 

_ 0-x)(-l-2x) 

(l-'X ï )(l+X+X 2 J 
1 + 2x 


(l + x)(l + x + x 2 ) 


Donc: 


I 



1 


1 


1 .Y-(.ï + l) -l 


(x + \f ]+* (-ï + l) 1 *(* + 0 x(x+ïf .ïfx + l) 1 

X 


Donc; 



.v(.v + 2) - (.v— 1 )(.y+2) - (x -1) 


Jf* -1 x(x +1) ,v(.rH)(.v + 2) x(x s -l)(jr+2) 

■t* H-lv-.v’ -.v+2-.v+l 
,v(.v'-l)(.v + 2) 

















































Donc: 



2) * e R 2 et«c N. Factorisons les expressions suivantes : 

a'-Aa’b'+AV =(<?-&)' ; 8a’ -125*’ =(2a)' -(5*)’ = (2o-5/>)(4a’ + 10oA 1 2Sli'-j 

a 1 " -1 = (o -+a î "' J +.„+o + l) ; a’"“ + 1 = (o + l)(/7 1 " - a 1 "’' +A 1 *' 2 -—+0 1 - a * ]i ! 

<f + 2a* - h 2 - 2b' = (a 1 - A ! ) + 2(a' - b' ) 

= (<z ! -i ! ) + 2( a '-A ! )(û I +* ! ) 

= (o 1 -A 1 )(l + 2o ! +2é ! ) 

3) -Simplifions l'expression suivante : 

Æ^Æ(Æ-l)=>/ïT2^.(^-l) = ^+l) ! .(Æ-l)=(Æ+l)(v5-l)=2 


n ri 

Soit 0 e R. Le but de l'exercice est de calculer T H = ^ sin (£0) et S„ = J cos (A'0) 

i=0 i=0 

n 

1)-Calculons Z n - ^è M : 

i=0 

* Si 0 = 2pn avec p g Z , alors e as = (e 2 '** = 1 et dans ce cas : Z n = « +1 

• Si 6*2 pn avec p e Z, alors : 

(w+l)0 (n + l)0 

» n . >*i) , 2/sm «a srn 

z = yy» = yfe» = £—J.=-2_ e 'ï = -a_ e * 


2/sin — 

9 


sin — 

9 


2)- On a S M = Re (Z n ) et T n = Im(Z n ), donc 

(n + l)0 


SID 


4 = 


sin 


(n + l)0 

2 f . r Sln ? . f nO 

——cos — et T *—-—=—sin 

0 ^ 2 J " . 0 


sin 




2 " 2 
h n 

3)-a)-Si 6 = pn avec /?€ Z, alors : ^]cos(2A'0) = = w + 1 


k -0 

w 




-Si 0* pn avec p e Z, alors T cos(2Ar0) = 5,, = ^cos(h^) 

sin 0 


JUO 


$ 
î;J 

"'ïj- ] 

'•U ; 

; 

1 

..v'fj 

i 

. ti 

;P 


C3 






































*4 

’t 

.1 


■,donc : 


n + 1 


b)- On sait que pour tout 6 e Ifê i cos 5 0 = cos (^)*l 

2 

«. = É cos! ( k8 ) = |É(cos(20)+1) = igcos(2M) + 

Et par conséquent : 

• Si Q « ptc avec p e Z , alors H=n + ] 

fi 

-, â ™ . t . sin(/j+ !)# /| + J 

• Si Q± pn avec pe/ Jf alors /i = —i-2_ C0S ( n M + ZÜ. 

2sînf? v ' 2 


1_JC + 1 

1)-Soit jr un réel différent de 1. Le nombre --- est égal à : (B) — 


C« 


(*->)* " (*-!)’ 
2}- La somme 2 + 2 2 +„.+ 2 ,1 estégale à ; (A) 2 ff+1 — 2 


1) - Simplifions les expressions suivantes : 

^6-2>/5-V6 + 2^ = |Æ-l|-|>/5+l| = -2 

(^5 - -Æ)(Æ + S + -JS )[J2- -JÏ + -JE) = {-JE - Æ)((Æ + Jsj - î) 

= (7s-Æ)(4-l-2ViÔ) 

= 1 oÆ - 4 Æ - 4>/5 + 4 a/s 

= 6-72 

2) - Soit x, J- e Q* tels que Æ et soient irrationnels. Montrons par l'absurde queÆ + ,/ÿ est irrationnel. 

Pour cela, posons -Jx+Jy = q avec q e Q. On va distinguer deux cas : 

-SlJCs^alors Vx = —, contradiction avec le tait que -Jx est irrationnel. 

- Si alors -^^=- = q, c'est-à-dire Jx-yjy=—^-- 


Æ-Vÿ 


'Jx+4ÿ = q et entrame 2 

Conclusion : >/* + -/ÿ est irrationnel. 


entraîne 4x = - ce qui est contradictoire ByfxtQ. 


ce 


1)- D'après l'égalité 


(jfc + 2)(* + 3) k + 2 k + 3 


, valable pour k e N, on aura pour tout» e 






































Donc; 


=£(J_U 

sU+2 


1 


1 


1 _1_ 

2 » +3 


5 =-- 1 


2 w + 3 


2}- Simplifions le produit P n 


1- 


n 


«pourun entier «eFf : 


'-«'-F 


-OtT-T 1 ) 

f"-~ 2 - " Y"- 1 x n+1 l 
U 2/U 3j~U-l n-ljl « « J 


» + l 
2n 


Donc : 


P_ = 


fl + 1 


3}- Soit w ê N*. Montrons que ^2+*^3 j + j^2 —est un entier pair. 

On a d'après la formule du Binôme ; 

( 2+æ )' +( 2 -^)” = tc‘ r-‘ (iïf +£(-!)* c‘ 2'"* (Æ)* 

IMI |t-0 ' * 

=|q;r*(Æ)‘(n-(-i)‘) 


= 2 j’ C 2, 2 .- 1 ,( 

43 

=2 S C !' 2 ^^ 


jM) 


Donc; ^2 + >/3j +^ 2 - 1 ^ 3 ) est un entier pair. 




























4]*So1t ^ tel fluc t 

Démontrons que ^J 4* >/Â s + ^£l£ 


On a 


(£W 


g+c; 

2 


4- Æ 1 -1; 1 +5L£ - a + <Jb. 
2 




Puisque - r + - + * f--^ © » aîo fS * 




5)- Prouvons que s/20 +14^/2 + \/20-14-72 est rationnel Posons : X = ^20 + 14-72 + \/20~ 14^/5 
On a: 

X % = |ÿ20 + 14Æj +^20-14^2 J + 3720+14^.^20 - 14Æ |^20 +14^2 + ^20-1^75 j- 

= 40+6Jf 

Donc : X* - 6X = 40 = 0 

Et par suite (X—4)(X 2 + 4X + 10^ = 0 

Cette équation n'a qu'une seule solution qui est X = 4, En définitive : 

^20+14V2 + ^20 -14V2 = 4 et ^20 +14>/2 + ^20 - hÆ g Q 


1 ) . Montrons que le réel A est un entier : 

En suivant la même démarche de la question 5 de l'exercice précédent, on obtient : À* - 7.4 + 36 
Cette égalité est équivalente à (A - 4) [A 2 + 4A +9) = 0. Donc : A-4 

2) - (a, x) e E 2 et n e N. Simplifions les expressions suivantes : 

On a : S n =l-2x+4x 2 +...+(-l)" 2 n x n = É(“ 2x )* ■ On distingue alors deux cas : 

i-(-a*r 


07 


1 n 

«Si x* — alors S, 

2 

1 


1 + 2 * 


• SI * ” —- alors S -n+l 
2 

n -1 ni ( îŸ 

Ona: 4 = JV = j 

â*o *-0 


0 ” 

1 „ e a 

• SI <2*0 alors 4 = *- â 

\-c n 


, On distingue alors deux cas t 

• SI a - 0 alors 4=» 










































1)- A^olvom | CS ivîtèmei suivant* : {a > ü} 

X J -xlrt(I+ I = 0 

liilcVc 3 ^ )= Irtff |4:-l^'"^ fl 0 i i 

° jî-ty “i IH ^ 


<■* j* = « 


h*y- 




2xv = 1 



> 1 = 


2x 


t-e discriminant de l'équation a 3 jtrlit a 41 = 0 vaut ; A - ( ]n fl ) 4 
^ ^ ^ ^Cusîiûniuivaiitu ; 

* “ ft6 alors,\<C ci dans et cas, le s»stè me n’a P as de «liions. 



lna-ilnaï-^ !no + 

=-——--et y -—■-^ 


Ou 


tnfï+jflïifl) -4 
x= —-— --- et y- 


y- * 

In a - i/(l« a)' -4 


L'ensemble des solutions est donné par : 
S = 


| Ino —-J 

(lno) ï -4 littf+J 

'(ho)’-4 < 

la j + ’J 

( In ci) 1 -4 Ina-^ 

(hq) 1 V 

LV 

2 

4 

/ 

! 

L 

2 

4 ‘ 

} 


* Si a = (T Alors A = 0 et dans ce cas ► S = 

* Si lj ^ t.' 1 : alors A = 0 et dans ce cas i S = 


■{(- 4)1 



2log^ + 2log f jt = -5 


2 !5Z +2 Ë£=-î 

o ■ In.ï .Inj 
lu jc + In v-\ 


ln Jf ï 

Posons / =-. On a alors 2r + 5/ +■ 2 ■ 0 et qui donne f --2 ou t =-— 

tn.y 2 

• SI f = - 2 alors In x - -ilnj; et lu jr+ In y = 1 ce qui donne lux = 2 et ln y - -1, et par suite 

Ky) = (eV) 

* Stf = - i alors Ln j, 1 = -2 ln x et b Jr+ In y = I ce qui donne ln y - 2 et lux = -I, et par suite 

(*,,-) = (eV) 













































!»sw[-2,î] w ri /(jpj= i * , -3»-î. 

f'ijtj* V-3 

.Son^Umf wrfHhmi ^ 



lîïfflr tttwrjrtttéf'-l,!] 


Oe/jJ.3,-1]) , 06/0-1,1]) « Û6/0I,I]) 

parccmt&iuant^fl$BitâGn (Æ) * x* -Sar-Hl* 


«{3«3 


2 



^ cQg:âratt(2&}~ sw&sMÿhsfy 
® lj hMgi 1 Êrcôs-ef : 









































Par suites <* » — ♦ ~ ~, k e E 

o 3 o 3 

x 7 -t 5* 

Le fait que a e (0.x|donne : o = —• ou <r » —* ou a - ~ 

En définitive, l'ensemble des solutions de l'équation (A') est donné par 

X = !a«s-.2cos^,2cos2£} 

1 9 9 9 J 



% 

f 


Résolvons dans R l'équation suivante : sin (.7în x)+ cos(.t ln x) ~ 1 
On a pour tout rèet.t > 0 : 

sin (x ln x) + cos (xlnx)=1 o Æsmf *rh x+ j j = 1 


09 






_ *1 

■Jï .1 


j[j 

„7lnx + — ; 

= — = sm 

— 


■0 

2 

1*0 



o sin 


0 / 7 lnx = 2Àv7 ou xlnx = —+2 Atjt , k g Z 

2 

o Inx= 2k ou lnx =—+ 2k , k e Z 
I+2t 

o x = e :i oi/ x ~e 2 „ 4 e Z 

Par conséquent, l'ensemble des solutions de l'équation donnée est : 


: 

( 

■ 


s ï 



r Kn 

:}u< 

e 2 tk g Z > 

h * 


10 

Deux nénuphares mettront 99 Jours pour couvrir cet étang. En effet, en doublant de surface tous les 
Jours et couvrant l'étang en 100 Jours, un nénuphare en couvre la moitié en 99Jours. C'est donc le temps que 
mettent deux nénuphares pour couvrir tout l’étang. La bonne réponse est alors (C). 


La mouche aura parcouru 30Km lorsque les cyclistes se rejoindront. En effet, les cyclistes roulent une 
heure avant de se rencontrer, ayant alors parcouru 1 5 Km chacun. La mouche, qui vole à 30Km à l'heure, 
parcourt donc pendant ce temps une distance de 30Km , La bonne réponse est alors (A). 


n 


Le bateau monte avec la marée, et donc l’échelle aussi, laissant ainsi toujours le même nombre 
d'échelons hors de l'eau. La bonne réponse est alors (C). 


12 


f 

























GENERALITES 


SUR LES SUITES 



EXEMPLES TYPES CORRIGES 


Choisir In bonne rûponso 


IJ- Compléter la suite logique (construite à partir d'opération algébriques! 

4 _ 12 -8-10-9 - . 

(A) 19 (B) » (C * ,3 ' 25 

2)- Les nombres manquants à la série suivante : 4 ; 11 ; 25,53,109 , ?, * 
(A) 205 ; 411 (B) 221 ; 445 (C) 259 ; 531 



(DJ 9,5 


(D) 162; 271 


Vraî ou Faux ? 



Extrait concours EN SÂ 

WÊtÊmmmmÊÊÊÊmmmmà j j j > 

On considère la suite définie pour tout « g N* par : u x -1 et w„ + i ~ + ^ 


u 



n 


(A) Pour tout « G N , on a u„ = — 1)7 

(B) La suite (w„ ) n?1 est décroissante. 

(C) Pour tout n g N‘, si on a ntl, alors on aura : 0 < ^ 2 x | - 


v«-î 


V 

(D) La suite (w„ ) nil est convergente et de limite nulle. 


_fi 



Extrait concours ENSA j —- 

1 «• 



On considère la suite (w„ ) définie pour tout « g N par : « 0 

(AJ La suite («„ ) est croissante. 

tr +: 

= 0e, "'*' = 2Æ 

i 

i 


(B) La suite(r/„ ) est majorée 
(CJ II existe p G N tel que u p = S 



V 

(0) fl existe ^ G N tel que u k £ 4k 


fi 



Extrait concours ENSAM p-—— 1 111 

f A 



On considère les suites (u n ) et (v n ) définies comme suit : ■ 

« g = 3 

u„ + v et ■ 

v 0 = 5 j 

V m*\ ” 


Démontrer que pour tout n g N : u n S 

2 

J 












































m 

ïa 

M 

1 

Lt I: 




v_ 


S 0 lt(i/,)la suite définie par * o c K 1 et, pour tout «cN ; 

(A} La suite (w„ ) n'est pas bornée. 

(B) La suite (»„ ) est convergente, 

{€) Pour tout <z e R* , la suite (u n ) est croissante. 

(D) Il existe un réel a € 1’ pour lequel la suite(r^ ) est constante 




"pvfr/rr>rnnrnifrc ICraC* 1 Exercice d'cntralnement 


= 


On considère la suite (m r ) définie par : u - - 2/2+3 

(j|+l) 2 (n+2) 2 

1)* Déterminer deux entiers q et b de sorte que pour tout /i e N 

a b 


u = ■ 

n 


(»+0 (« + 2 ) : 

2)- En déduire la somme S n = w 0 +,..+w n en fonction de n, puis calculer limS T , 





JTDii Bac Aux Classes Prépas | E ’ cefcice ««^moment_ 

f tBêKÊÊÊÊ/KÊKKÊÊÊÊÊÊKÊÊSêÊÊÊÊÊÊÊÊ ^ 

On considère les suites (u a et (v„ définie par : w » - ~ et v » 

* n \ w_ / *=a 


A 

**■ 

rT 


1)-Montrer que pour tout xeM 4 : X— <sinx<x 

6 


2)* En déduire, pour tout//> 1 : v H 


1 


6w 


■ < u. < v. 


3)- Calculer v en fonction de n puis en dédui re lïmw„. 


S? 


Z 


J ^ ral otJ ^ aux " 


(A) La suite ^« 2 -2(-l)" J est croissante à partir d'un certain rang» 

(B) La suite (u 2 - (-2)" j est croissante à partir d’un certain rang. 

(C) U suite (// + (- if ) est croissante à partir d'un certain rang. 

(D) La suite est croissante à partir d'un certain rang, 

(E) La suite (3// - 2(-l)" ) est croissante à partir d'un certain rang. 

































Du DacAuxChssts Prft*i$ 


ExorOco tf cwifaimmoni 


Utitotedfretoppementde (Ujff,(U x)\(l4 x)\(l 4 x) en y remplaçant njccaisivgmenu 
1,2, — n pour calculer les sommes : 


Si 


H 


. s,=E* : 


II 


kï\ 1-1 



BrempléConcours TAFEM } 

Compléter la suite logique ; 


Choisir la bonne réponse 


(A) ANQ 


TCD A6H 


(B) MNO 


OPB 

1KF 

DEW 

DEZ 

? UKL HWX 


(C) AIO 


(D) CDK 




Exemple Concours TAFEM 


Choisir la bonne réponse 


Compléter la suite logique (construite à partir d'opérations algébriques) 

255 

105 84 ? 63 147 

93 
497 
366 

(A) 105 (B) 42 (C) 46 


(D) 126 



; ■? 





Exercice d'entraln.owi^t 


On considère, pour chaque entier n e N, l'équation : X + ln JC = n 
IJ* Montrer que cette équation admet une solution unique dans ]0,+oo[ 

2)- Montrer que la suite (je,) est croissante non majorée. Quelle est sa limite ? 






























nVlCATlQNS ET REPQNSBS 



m 

Ë 


: 


y. Comp^®* 005 ^ logique : 

4-12 - s - 10 - 9 _ 9 5 

Remarquons que : (4 + 12W2 = S ■ (\i + Q\^ , ft , x 

f ^- + 8J-r2-10 ; (8 + 10) + 2-9 ; (l0 + 9) + 2 = 9,5 

Dore ta bonne réponse est : (DJ 

a . les nombres manquante à la série : 4 ; U ; 25 ; 53 ; 109 ; 221 ; 445 

Remarquons que les éléments de cette série sont les termes* la suite : = 4 et «... = 2». + 3 

qù /ï e N, Donc la bonne réponse est ; (B) 







A ; 

B 

C 

D 


V 

F 

V 

V 


02 


p r oposition ^ ^ vraie ' 51 suffit de ^ire une démonstration par récurrence pour la vérification. 
t a proposition [Bl est fausse. Contre-exemple : k, = 1 et r/ 2 — 2 et u y < u 2 

i g proposition f Cl est vraie, il suffît de faire une démonstration par récurrence. En effet : 


Pour n = 2, c'est vraie. Supposons que 0<w <2x 


^3V‘ 2 




et montrons que 0 < w rt+l < 2 x 


'3Ï 




(\ 1 'l 1111 3 „ „ (i 

0na: “’*' = U + ^J“" et « h « rS 2 + 4 ' - 4 U - et OS “«*' S2x ^4 


. 11-1 


La proposition fD) est vraie, il suffit d'utiliser le fait que 0 < v n < 2x 


,4; 


n-2 


est 


<1 


a: 

B 

c 

D 

V 

V 

F 

V 




-4 


(«.-vïy 

La proposition fA) e st vraie, il suffit de voir que pour tout n e N : w ntl u„ - 

la proposition (B) e st vraie, il suffit de montrer par récurrence que pour tout «eN:« B <Æ 

la proposition (Cl est fausse, il suffit de montrer par récurrence que ; Va g N, m„ * >/ï 

Pour n = 0, on a u Q * S . Supposons que u„* fi et montrons que u n+1 1-JÏ. 

w 2 +3 

u„ ï entraîne a 2 * 3 et donc ^ ^ ' 
la proposition fp\ est vraie, il suffit de prendre k-0 __ 


t 



















































OnconsidiV| ( >ssuites (»,)et (v,)di'(lnl»$commissulli 


SJ 3 


U .1 & 
”»ii 


».»». •* 


V, oi 

v.,l 


0*1 


Démontrons que pour toutrt r-N s «„ £v s 
Peur i* « 0,0ht bienu, Ê v* 

Supposons que «, iv, et montrons que i/ H(l £ r wll . 


On a ; 




-■ m,,i * Æ(n/v - ÆO■Æ 


% % 


A î 


Or m 5 $ v m nous donne 2v; + V„ et donc v„ £ " ^ "et alors 

Par conséquent w„, < v„ 4l , 

Conclusion : pour tout n g N : u„ £ v„ 


A 

B 

C 

D 

V 

P 

F 

F 


la proposition (Al e st vraie. Par l'absurde, sî («„ ) était bornée alors elle serait « la monotonie de (m„ ) 
entraîne ta convergence de («„ ) », Si on note Jim u n = i, alors £ = t+j et donc i = 0. Impossible 

On ce qui concerne la monotonie de (« n ), Il suffit de voir que si et > 0 alors Vfl € N, u n >0 et donc 

W !Hi “ l, n > 0 ■ et si a < 0 alors pour tout n G N, u n < O et donc 
La proposition IBI e st fausse. Déjà vue en (AJ 
la proposition fC) est fausse. Déjà vue en (A) 

La proposition (Dl est fausse. Si («„ ) était constante, alors elle serait convergente. 

On peut voir aussi que : Vw g N, u ml ~u n # 0 . 


05 


\ X 


t 

. I. 


-I 


■Sk 




2n + 3 


On considère la suite («„ ) définie par : «„=- 

(fl + l) i (n + 2)' î 

IJ- Détermination de a et b : 

On a pour tout n g N i 

a b _ o'(»+2) î +i(fl+l) î (a+tyn 1 +(4a + 2b)n + 4a+b 

(n+lf (fl + 2) 2 (ff + l) a (ff + 2) 2 (fl + l) z (« + 2) 2 

IJ suffit alors de résoudre le système suivant : 


ce 













































il 

ï'S 1 

A 

H. 

& 


w 

kf 

siï 

$ 




S 


I:' 

sr« 

If. 


(7 I /> îfe () 

4iH s 2 
4<h/> = 3 

Une résolution simple donne : a~ 1 et A = -l 
2 )-Déterminons la somme <S’ n - u a + w, +... + 1 / (| en fonction de n, 
Un a pour tout/) g H : 


s ” = (t 

V)) € N, S„ = 1 




Donc: 


+ + 
B P IBi 1 

1 


I 


(/; + l) 2 (n+2) 3 ) 


= 1 - 


(n + 2) 


(n + 2) 

Puis que lim ()) + 2) = +oo alors lim S n - 1 




n 

On considère les suites (w n ) n2 , et (v n ^ définies par : u„ = £ sin 


A k 

^ v n =Z"T 

*=i « 


k 

K” 1 J 


07 


jc -< sin jc < jc 

6 


j^ 


1 ). Montrons que pour tout x g R + 

On consi dère les fonctions /et g défi ni es su rM + par: /(*) = x - sin x et g(x) = sinx-.r + 

Les fonctions / et g sont deux fois dériva blés sur R + et vérifient : 

2 

= 1-cosje et g'(x) = C0SJC-1 + — et g*{x) = x-sinx = f{x) 

<£* 

Donc: VxeR 4 , /'(x)> 0 et donc /(*)>/(o) et /(jc)> 0 
Ainsi : Vjc e R\g'(x) £ 0 et donc g'(x) > g'(0) et g'(x) > 0 
Enfin: VjcgR\ g(x)> g(0) et g(*)^Û 


Conclusion : Pour tout x g 


x -•—<sinjc<x 
6 

1 


2}- Montrons que pour tout n S: I : v n - - w„ - v „ 

D'après le résultat de la question 1), on aura la chose suivante : 

k k' . (k' 

•<sin — 


Vfle N'et k g N*: 


ï k 
< — 


n 2 6n 


\trj n 


k_ _1_ 

h 2 6 n 1 


< sin 


f-14 

U J ■* 


k 1 

(Car: -1£—^ ) 

n 



Si 1 < k < n alors 































en obtient : 


k I 


yf 

tlW *» 


S*(j) s S 


k 


n' 


Et ésm . peur tout n è 1 : v, - r-r ■£ w„ â v„ (») 

fer 


1 


3)-Clouions %_ en fonction de n pub limu, 
On a pour tout n e 
Donc; 

1 


.A* U, »(»*■) » + l 

’* “ly = » s e* 2» : " 2« 


Vne N\v_ = 

* 2« 


r >r t,i 

W + l 


Qu i îimv. 


=Um^v 


~ ] = i, donc d'après (*), en en déduit que îîm u n 

* fer J 2 


2 


A 

B 

C 

D 

E 

i V 

F 

F 

V 

F 


Os 


La proposition (Ai est vraie. En effet, pour toutn e N : 

((«+1) 1 -2(-l)“ , )-(« a -2(-l)‘*) = 2«+l+4(-l)" 

Si n>2 alors 2» + l+4(-l)“ a 2« - 3 > 1. Ced montre que La suite (rr - 2(—l)" J est croissante à partir 
d'un certain rang. 

La proposition (Bi est fausse. Pour tout n e N : 

((«+!)’-(-2)’“ )-(»’ =(=2)") = 2,m + 3*(-2)" 

Pour les valeurs de n assez grandes, la quantité 2 n + 1+3 x (-2)" n'est pas toujours positive. 

La proposition (O est fausse. Pour tout n e N : 

(»+1+( -lf ) - (»+(-1)" ) = 1 - 2 x (-1)" i 

La quantité 1 - 2 x (- l) w prend alternativement les valeurs -1 et3. Ce qui signifie quel-2 x (-1)" n'est 
pas toujours positive. 

La propos ition (Di est vraie. En effet, pour tout w € N i 

(2»+2+(-lf )-(2»+(-l)")=2-2x(-l)" 

Pour tout « e N , 2 - 2 x (-1)“ s 0 . Ced montre que La suite (h j -2 (- 1 )" ) est croissante à partir 

d'un certain rang. 


























M 


. PI 




El est fausse. Pour tout n v N • 

( 3n+3 “ 2 (-l)' l )-(3n-2(-|)"j»3 + 4(-,)' 


La quanti 3+4(-l) prend allcrnatlvemrrtt les valeurs 7 et I, Co qui signifie que 3 f 4(--f j” rfb'A pas 
to u|oursP osi'iv'. 




: 

ki f 


! 


jk • 


• Calcul de ,V, = ^]A* : 

il 


On a pour tout Jf e Hî : (i+x) 1 aV +2»+l 

En particulier pour tout entier naturel k : () +kf = k 2 + 2k + ! 

Oonc: Z0 + *) 2 = Z* 2 +2Z* + Z> 

fc*l M i=1 

C'est-à-dire: Ê( 1 + A ) 2 - E* 2 + 2 Z* +ff 

*=l *-1 *M 

Enfin : 2 2 + 3 2 + ...+« 2 +(w + l) 2 = 1+ 2 1 +3 2 + ...+/Î 2 + 2£* + n 

* n 

Par simplification, on obtient : (n +1) - (l + a) s: 2 ^k 

JL,, «(»+l) 

Ce qui donne: jLr= — - ~ 

^ •Calcul de5, = 'Y',k 2 : 


k =1 


k*\ 


Jt=I 


k =1 


On a pour toutes IR : (l + *) = x 3 +3x 2 +3x + l 

En particulier pour tout entier naturel k : (l + £) 3 = k* + 3Æ 2 + 3fc +1 

ÉO + *) 3 = Ê * 3 + 3 Ê* 2 + 3 I>+Ê 1 


Donc : 


*=1 

n 


jUI 

n 


*=1 
n 


k =I *=1 

3w(/i + l) 


C 9 


C'est-à-dire: Ÿ(l + £) - + ” 

k =1 *=1 *=1 2 ‘ 

« 3n(/ï + l) 

Enfin : 2 3 + 3 3 4- ...+« 3 + (n +1) 3 = 1 + 2 3 +3 3 +...+ n 3 + 3^* 2 +---+ n 

<ui *■ 


Par simplification, on obtient : 
Ce qui donne : 




, Z* 2 


A 2 /|(/I + I)(2ff + 1) 

li * 6 


















U - 

En suivant la même méthode pour.V, Æ ^ ‘ ‘ 00 °^ en * 

. „--(„ + ,y ',' * t . »('»M)(2» ")(3/,~ ■ 3/^1) 

S,*Yk'= K --L et s,-2* =—-30 

? J I I 


Dans l'ordre alphabétique, On peut voir que la ligne verticale contient deux lettres consécutives ; 
O et P * J et K ■ D et E. Par contre, la ligne horizontale se termine par deux lettres consécutives. 
Cet D -G et H -KetL-WetX. l'élément convenable pour compléter la suite logique est MNO. 

La bonne réponse est alors (B) _ 


Pour tes nombres 255,93,497 et 366. on a : 25 = 5 ! , 9 = 3 ! , 49 = 7 J et3« = 6 
Tandis que pour les nombres 105,84,63.147: 10 = 2 x 5,8 = 2 x 4 , 6 = 2x3et 14=2x7 
L'élément convenable pour compléter la suite logique est 42. La bonne réponse est alors (B) 


■t 


On considère, pour chaque entier n e N , l'équation : T + lnjr tl 
1 )-Montrons que cette équation admet une solution unique dans ]0,-Ko( : 

Pour cela, considérons la fonction/définie sur ]0,-Mo[par: /(*) = * + ln* 

On vérifie facilement que la fonction / est continue, strictement croissante sur ]0, -H»[, donc il réalise 
une bijection de]0,4œ[ vers/(]0,-Ko[) = R . Commet) e R, il existe un unique*. dans]0,«c[ tel 


n 


que f(x n ) = 0. D'où le résultat. 

2}-Montron$ que la suite (x„ ) est croissante non majorée : , 

On a pour tout rt€ N : /(**) = we * 

Puisque / est strictement croissante sur]0,+oo[ alors/(x tt ) <, f(x„ +1 ) entraîne que* w £ . Par 

Conséquent, la suite(x„)est croissante. 

On a pour tout ne N : x„ + In (x w ) = n 

Par l'absurde, si la suite ) était majorée, alors il existe A/ > 0 tel que pour tout rt e N , x H ^ M 
Cela entraîne pour tout n e N, x n + In(x„) £ M + \nM . D'où, pour tout rte N, rtSM + faA/* 
Absurdité car la suite (//) w f( n'est pas majorée. La suite (x„ )est croissante non majorée. 
Remargue : Toute suite croissante non majorée converge vers +co. 






























LES SUITES 
ARITHMETIQUES 


ET GEOMETRIQUES 





ra> cu ~ l 

Soit ( I/, ) et K ) deux suites réelles définies par : 


m« -1 

1 

L 2 

(A) (»« ) est une suite géométrique. 

(8) (v„) est une suite arithmétique. 

(C) Pour tout n e N, « 0 + w, +...+- 2 

n+1 


et 




V -l N 


1 - - 


(D) Pour tout;; e N, v n+J =1 + 
(El lim v„ = 2 

■r-M« 




te- 


Extrait concours ENSA 


Vrai ou Faux ? 


5oit(x n ) et (j’ n ) deux suites réelles définies par : 

11 1 11 1 

jc= — +-+ ...+— et y. =——+-+ .„+— 

« n +1 2 n «+1 n +2 2 « 

(A) Les suites (x n ) et (j' n ) sont toutes les deux croissantes 

# , 19 37 

B x. - — et = — 

^ 20 60 

(C) Les suites (x n ) >ft] et (>>„ ) rtl ne sont pas majorées 

(D) lim(7„-xj = 0 




Examen type HEM 




Vrai ou Faux ? 


(A} 10 + 15 + 20+...+95 + 100 = 1045 
{BJ 3 + 9 + 27+... + 3 6 =1089 


(C) Si u n - In 


(DJ Si Vn e 






-fl 


1— pour 


tout entier «2:2 alors u 2 +«, + ... + »„ - tort 


/ Wb - J- + 3 alors « 0 + w, + w 2 +Mj +•«+*«. =- —+ 3n + 5 





































Extrait Olympiades 


Exercice d'ontroînemont 


Calculer la somme : 

S = 1 + 2 + 3 - 4 - 51-6 + 7 + 8 - 9 - 10 + 2010 

Chaque trois consécutifs signes + sont suivis par deux signes - 


flBSBsTI Vral ° u Fau * 7 


Soit (//„ ) w?| la suite arithmétique de raison 5 et de premier terme w, - -28. Alors : 

(A) t/ # -2. 

(B) Il existe un entier m tel que u m > m . 

(C) Il existe un, et un seul, entier «tel que < 0. 

(D) Il existe un entier p tel queiv^, = 2007. 

(E) Il existe un entier A - tel que w, + u k - 2007. 


Vrai ou Faux ? 


On considère les suites numériques( m„ )et (v*^ )définies par : « 0 -1, w nt , = u n +1 et v n 

(A) la suite ( v n ) est géométrique . 

(B) La suite (v B ) est convergente. 

(C) Pour tout ne N, si S n = v 0 +v l + ... +v„, alors limS,, = 

(D) La suite ( w n ) définie par iv w = ln(v„)est géométrique. 


c-1 


r 


ExtraiUonc^^^^^y rai ou Faux L 


On considère la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par la relation : 

1 


v (t x V I X^X„.XV M = ' 


*n 2 * fi 


(A) Ona: v, =~ 


(B) Pour tout entier naturel n, on a : v. = 3“ 2 v 


(C) La suite (v,,) est géométrique. 

(D) On a : In v 0 + In v, + In v, +... + )n v, 0 - 


I 


UDbt3 







































^ rai ou Faux? 


ABC est un triangle rectangle en A tel que AB - 4 et BC m 8. 

On considère la suite des points (#„ ) ainsi : 

Hq ~ B et H„ a est le projeté 
Orthogonal de// tt sur (^C)sl 
«est pair et sur(#C)s1 «est Impair. 

On définit les suites (4 ) et (4) par : 

4 = ^4^4+i et 4 = 4 +4 +4 +—+4 A ïf, ~h 

(A) 4 = 

(B) Quel que soit « e N, // B+1 est le milieu du segment [H n H n¥2 ] 

(Cj La suite (4) est géométrique. 

(DJ Quand n tend vers +co , 4 tend vers un nombre fini inférieur à 30. 







Exercice d'entrainement 


On considère la propriété : « Il existe un réel A'tel que, pour tout » e H, u m j»^ = Ai/;.. » 
1)- Montrer que toute suite géométrique vérifie la propriété^. 

2J- Trouver une suite (u n ) vérifiant S^sans être géométrique. 


^xtraïtœnœür^ÊNS^^ l Vral ou ^ aux ■ 


m 


: 


£ 


On considère la suite (w„) définie par m 0 — — et, pour n € N, it (HÎ = >/2( w „) *Ori admettra que pour 
tout«eN,ona« n > 0. On considère alors la suite (v„)définie par: v„ = tn(Æ»/„) 

(A) la suite (v„ ) est géométrique, 

(B) v 10 = -512xln2 

(C) Pour tout ne N, 2 v * “ 0® 2 )0 " 2 ") 

*x0 

I 

(D) Pour tout « e N,ona ; m„ x K x ...x t#„ - — 




























Soi '(". ) une suite arithmétique ne s'annulant pas. Montrer que pour tout n e N . 


» i _ n I 
h u k ji k>\ u * u *« 



^°k( 2 «) une suite définie parz 0 g Cet la relation : z »ti 


<g w + * 

cz„+d 


, OÙ W G 



2 »-g 


où o, A, c et üf sont des complexes tels que ad-bc £ 0 et c ^ 0. On suppose dans toute la suite q üç j| 
est choisi de sorte que la suite (z n ) soit bien définie. 

1) - Montrer que l'équation (E) : = z admet une ou deux solutions dansC. 

2) - On suppose que (£) admet deux solutions complexes et et P. 

a) - Montrer que si z c — p alors la suite (z„) est constante. 

b) - On suppose maintenant que z 0 * P et on pose pour tout n g N . w n z 

Montrer que : 

* vv est bien définie sur N. 

Il 

S La suite (w„ ) est géométrique. 

3) - On suppose que {E) admet une unique solution p . 

a) - Montrer que si z Q — P alors la suite (z„ ) est constante. 

b) - On suppose maintenant que z ü ± p et on pose pour tout ïî G 

Montrer que : 

✓ v est bien définie sur N. 


* V = 

* ¥ mi 
























lfAT i0sermoNSEs 
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Çj 

dTT 

Cl 

V 

F_^ 

F^ 

F| V 



^^gsîtign^Al est vraie. La suite («.) esture suite géométrique de raison, = i 


Sf 


L3 


la. 


fausse. En effet, la différence v.„ - n'es, pas consente. 


jnl C nMtion (Cl est fausse. On peut vérifier que pour tout n 


ëN,tt„ +«, +... + u n — 2 




1 


2 ) 


^PP^ition CPI est fausse. Il suffît de faire un test pour n = I. 

j jjimposition (El est vraie. On peut montrer que pour tout v n =2—j 

fl y 


et puisque 


< 1 alors lim 


W 


- 0 et litn v =2 

n 



A ! 

B 

c 

D 

F 

V 

F 

V 


i a proposition (A) est fausse. Pour tout n > 1 : 

fil 1 

^.-*«=1 -+- + *“ 4 


w + 1 n +2 


2n + 2- 


'11 1 N 

-+-+ ...+— 

2 n 


\n m + 1 


1 1 1 


2n + l 2n + 2 n 


C2 


2n +1 > 2n et 2n + 2 > 2n nous donne x fl+I - x n < 0 * donc la suite (x„ ) M n'est croissante. 

On montre au contraire que la suite (y„) KZl est croissante. Il suffit de vérifier que Pour tout « >1 : 

_1 

y " +1 ~ y " = (2n+\)(2n+2) 

1 1 1 i- X ± et v si + - + i= — 

la proposition fBl est vraie. En effet : ~ + ~ + 5 + g 20 3 4 5 6 60 

. . ■* '(y \ Pt ( V ) sont majorées, car pour tout n > 1 et k e N 

la proposition (f) est fausse. Les suites 

—- < —, et par sommation on trouve : x n £2 et y„ — 
fl + A: ri 

U jjropositron (D| est vraie car lim 
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La propo sition fA) est vraie. Posons pour tout /l e N : w„ —10 + (suite arithmétique) 

On a : 10 +15 + 20 +... + 95 +100 = w 0 + «, +... +w, R = ^("o + "« ) = 1045 

la propo sition (B) est fausse. Posons pour tout neN : v„ = 3" (suite géométrique) 

On a : 3 + 9+27 + ... + 3 <i = v +...+V. = v, x-—~ = 1092 

1 6 3-2 

Autre idée : 3 1 + 3 2 + 3 1 +... + 3 6 est un nombre pair (somme de six nombres impairs) 

f h — O 

la proposition (r_) est fausse. Posons pour tout entier n > 2 ; u n - ln — = ln (« -1) - In n 

u 2 + « 3 +-.*+«„ = lnl-ln2 + ln2-In3+ln3-ln4 + + ln(/î-l)-lnn = -lnn 

Autre idée : v oyons que pour tout entier n>2 :tt n <0 et ln n > 0 

La proposition (DI est vraie. Posons pour tout n e N : v n = et w n =3 

2 

On a alors(v n )est une suite géométrique de raison q = tandis que la suite (w w ) est constante. Donc: 


1 


1 


u 0 + w, +...+ u n = —^-—+3(h +1) = —*— + 3» + 5 

Î_I 2" 

2 ■ 


n+l 


1 


Caîculons la sommeS = 1 + 2+3-4-5 + 6 +7 + S-9-10+...-2010 
On peut écrire la somme S de la façon suivante : 

S = 6 - 9 + 21 — 19 + 36 - 29 + .. .. + 6021 -4019 * 

« (6 + 21 + 36+....+6021) -{9 +19 + 29+... + 4019) 

Posons pour tout neN : u n =6 + 15;; et v„ =9+10» (suites arithmétiques) 

Donc : S = (« 0 + h, +... + u m ) - (v 0 + v, +... + v*,, ) 

Puisque la suite (w rt ) est arithmétique de raison 15 et la suite («„ ) est arithmétique de raison 10, alors : 
o 402(i/ 0 +» w ) 402(v 0 + v m ) 

S - j 2-= 201 (6 + 6021) - 201 (9 + 4019) = 401799 
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2C2E2 sit i oniAl est fausse. En effet : w 6 = + 5r avec r = 5 , donc : u 6 = -3 . 

^gositjoniBi est vraie. Il suffit de prendre m = 10, On a bien u l0 = w, + 9 x 5 = 17. 
oe manière générale, on a pour tout m e 1^ : u m = 5w—33 et donc: u m > m m> 9 
grofinsition [Çl est vraie. En effet, l'inégalité «„w n(1 < 0 est équivalente à u n (a„ + 5) < 0. Ceci n'est 
possible que si u„ € ]—;5,0[, donc —5 < 5n — 33 < Oet alors n = 6. 

[^proposit ion (D) est vraie. L équation 5 /j — 33 ~ 2007 admet une solution dans N* qui est p = 408. 
[^pro position (E) est fausse, car st k e N* avec u x +u k = 2007, alors 5k-33- 2035. Or cette équation 
n'a pas de solution dans N*. 
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D 

V 

V 

V 

F 


ce 


Soient les suites numériques (u„ ) et (v b ) définies par : 

* 0 =l,«„ + i =w*+let v ff =e 

la proposition (A) est vraie. En effet, pour tout ri e N : v M+I =e “ n+I = e * = ~7 1 Donc la suite ( Vb ) est 


géométrique de raison —. 

e 


ta proposition (B) est vraie. Puisque ( v„ ) est géométrique de raison ■ 


et 


< 1, alors (v n ) est convergente. 


La proposition fC) est vraie. En effet, pour tout n e N • 

1 (iy +1 j _(Tj 

S =v n x 


» r 0 ' i 


UV 

1- 


<e) 


e-l 


comme 


1 

< 1 alors lim 

'P 



e 




f 1 \ rt+1 n ^ 

im i =0,alors: HmS„= — 


U-Proorwirirtn |n| fausse. Il suffit de vérifie par exemple que w B ,w 2 ^ w,. 

°n peut aussi voir que pour tout/r £ N : w,, =-M n , cela entraîne que (w„)est arithmétique de raison -1. 
* Plus, les suites qui son. à la fois arithmétiques et géométriques sont des suites constantes. 
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La proposition (A) est fausse. On a : v 0 = 1, v, = —, v, = 4 et v o x ' i x 1 2 x ' > • Donc * v, a * 

J 3* 



l 


. ,0 . / , \(nil)‘4ml-B : -ii 

«"*1 1 

La proposition (B) est varie. On a pour tout n e N : v Btl — ‘ j 3 


€ 




Donc : - 3 " 2 et alors v B+1 = 3 " 2 v„, 


1 


La proposition fCi est vraie. (v rt ) est géométrique de raison q — 3 — 

l 

^itf+ÏO 


La proposition fD> est fausse. Puisque v 0 x x v 2 x.x v 10 - et donc : 

1 


v 0 xVj x v 2 x.xv 10 et enfin: lnv 0 -f-lnv, + lnv 2 +...+ lnv lB ——1101n3 


A 

B 

C 

D 1 

V 

F 

V 

V 


La proposition (A) est vraie. 

La proposition fBl est fausse. Les points H n , // n+1 et // nf2 ne sont pas colinéaires. 
La proposition fC) est vraie. On a pour tout »eN : 


'041 




- cos 


■ > AC y/BC 2 - AB 2 Jï 


A CB 

J BC 


BC 


S 

La suite (£„ ) est géométrique de raison —. 


La proposition fD) est vraie. En effet, pour tout n e N : 

W 1 


1 


A, =4 + A + *-+A = 4>- 


V 2 ; 


8 




y/3 2-fi 


/ry 41 ^1 


1 


VS 




Puisque 


Va 

2 


'jrr 


< 1 alors lim 


2 J 


= 0 et donc : liml„ = — et —< 30 


" 2-V3 2-S 


1 






f 


es 


i 


1 


■i 















































































-, -Ij 


coosldèfo la proprWtêî#* * : « Il existe un rdcl A tel que, pour tout «eN, h„ji m = îüj^» 

) UM$Ul “■ < ° m4 » r,<,Ut deraljonç. Ono pourtout „« N , ^ „ = donc 

1 y 1 

~ q % "** p * , on on déduit que tout© suite géométrique vérifie la propriétés^ 

2 |, considérons la suite (u n ) définie pour tout n € N par : u H « «HJ 

f f ly^V 

On a P our tout n 6 N : « * * = ^ ^ 


u 


.M 




par conséquent, la suite (u M ) vérifie ta propriété W ( avec Ici k = \) 


B 


10 


g jtApMirion (A) est vraie. En effet, pour tout w e N : 

v„ t | = h (Æ/„„ ) = ln(2»' ) = 2ln(Æ/„ ) = 2v„ 

la suite (v B ) est géométrique de raison f/ = 2. 

i a proposition IB) est vraie. En effet, puisque la suite (v„) est géométrique de raison (j * 2, alors pour tout 


je N, v fl = v 0 x< 7 " =-“ln(2)x2" = -2"* 1 1n(2). En particulier, v 10 =-2Mn(2)«-512ln(2) 

21 

o j , * 

ta proposition (C) est fausse, justification; si n « 0, alors ^ v* = v n - ——lu (2)■ Mais (In 2)(l - 2 ) - 0 . 

M 2 

J 2 

La proposition fpî est fausse. On a pour tout n € H, v„ - In( u„ J. Cela entraîne que u n s — a*, et donc ; 


(JïT' 

w 0 xw t x...xH M = 1 — 




lï" 


2 


Remarque : nn peut faire un raisonnement par contre-exemple en calculantx w ( . 

Soit^June suite arithmétique ne s'annulant pas. Montrons que pour tout tt s N ; 


12 


* 0 U k ^ii\ U Q U n\\ 


(*) 


^t/'la raison de la suite (?/„). Deux cas peuvent se présenter : 

Si r* = 0 alors la suite («„ ) est constante, et dans ce cas (*) est claire. 




























Si r * 0 alors pour tout k c N : 


J_I_ «ut zh - 

W* U kil 




"f| 1 

Par sommation on obtient : ^ 



» t 11 

„ r V—:—, et donc:--= f V 1 

u m) w ° Unit 

Puisque +(n+l)r,alors 1--L = ^. et par suite £^ = gl. J|| 


1 ) - L'équation est équivalente à a? + /; — cz 2 +dz , donc cz + {d — ü)z —b — 0. 

C'est une équation de second degré qui admette une ou deux solutions dansC. 

2) - a)- Si =/? alors la suite(z„ ) est constante. En effet, montrons par récurrence que V/î e ^ = 1 

1 


Pourn = 0,on a bien — P. Supposons que z n = p et montrons quez n+1 — fi. 
az +b afi + b 

On a : » - —--— - 


1 


*„.! = 


cz n +d cfi + d 
Conclusion : La suite (z„ ) est constante 


P 


b)- On suppose maintenant que z 0 * fi et on pose pour tout n e N : w n 
s Montrons que w n est bien définie : 


Z»-g 

P 


Il suffit de montrer que pour tout n e N , z n * P. En effet, s'il existe n 0 e N tel que z^ =(} r 

oz t +b afi + b 

alors: —--- —- 

cz^., cfi + d 

ceci entraîne que : z , = fi 

Ainsi de suite jusqu'à l'obtention dez n<i _, = z n# _ 2 =... = z 0 ~ fi. 

Ceci contredit l'hypothèse z 0 ^ fi. 

Donc pour tout n eN ; z„ ÿ fi . Par suite, w n est bien définie. 

S Montrons que (W „ ) est géométrique : 

On a pour tout n g N : 

az„+b 


w. 




_ - g _ gz w + */ cjg + d (az H + 6 )(cg + d) - (cz n + d)(aa+ 6 ) 

z nti~P ^jlÏÏ. p ca + d (ctz n +b)(ca + d)-(cz it +d)(afi+b) 


cz„ + d 







































Par conséquent : u' B4l - 


- c P + d 


m X \Ÿ 

ca + d " 


Si on pose q J±£ alors pour ^ ^ ^ = ^ 

U suite (»’„ ) est alors géométrique de raison q = c Jt±± 

(r\ , Ca + d 

3 |, 0 r»supP ose Que(^/i J admet une unique solution fi 

gj-On montre de la même façon suivie dans 2 )-a 

kï-Bti suivant la même démarche signalée en 7 \~h nn 

b > tn 8 ee Gn l] i >’ on m °ntre que v„ est bien définie sur N. 

M ste à montrer que la suite (v. ) est arithmétique est arithmétique. 

En effet, puisqu'on sait que le discriminant de l'équation (E)est nul, on obtient alors a = 


a-d 

2c 


précisément : 


On en déduit que : 


cz + d 

Et comme cz + d -c(z-a) + (d + ca), alors: 


( -+4-î3)-*-y 

b , A c(z-ûr)^ (z~a)(d+ca) 
-~-a = (z-a) - -ü 


cz + d j 


1 


1 c 


az+b z-a d + ca 

- a 

cz+d 


Pour tout n € 


V . =V H- 

" +I " d +CCL 


Ainsi, la suite(v B )et bien une suite arithmétique de raison r - — 


ca 



— 


.Plus 

































LIMITE D’UNE 


SUITE NUMERIQUE 





lit concours ENSA 


Extrait concours ENSA 


Extrait concoursENSA} 


Faux 7 


Extrait concours ENSA 


Vrai 


F a 


ou 


ux 


2x(l 


/ 


la 


et 


suite 


Soit 


définie 


par 


«-.i -f(u 


et 


(A) Si («J converge vers t, a| ors ^ = 0 


(B) Si (w„) converge vers f?, alors £ = I 

2 

(C) Si » 0 e ]0,l[ alors («„) ne converge pas vers 0. 

(D) la suite («„ ) est croissante. 


Extrait concours ENSA T Vrai 0Ü Faux? 


(A) hm 


= +oo 


(8} lim , * — n'existe pas 


n +1 


In (« + i) 


2 n 3 +(-l)" n 
(C) lim- 2 V / =2 

»-*+«> » _ i 


(D) lim yfen 1 -n + I -3n = -— 

A 


Vrai ou Faux ? 


(A) lim 


«-»-*» e 2n + n 2 


. (-l)’» 1 +2« + l 

(B) lim -—-—-— : - n'existe pas 


(C) lim 




n + 1 

U . 

fl 


(D) lim —(sin n + In n 2 ) n'existe pas 


Vrai ou Faux? 


(A) lim g”^ + I =1 
« 2 +l 

(CJ lim (yfïn + l -J2n + l) = 0 


(B) lïm sin 


n -H<û 


x) 
x + — 
n) 


n*existe pas 


. . cos n , , . 

(D) tim —- T n'existe pas 


| Toute suite {u n ) telle que < u n <> I + i pour tout n e N* est : 

ÉÜl (AJ croissante ; (B> bornée ; (C) convergente 


(DJ divergente 

























































Si la suite («, ) tend vers + f n alors : 
(A) («^ ) est croissante 


Choisir lo bonno réponse 



(C) La suite (v, ) définie par v H ~ n„ In 






■ (B| («.) est positive 

est convergente 




Extrait concours ENSA \ 


Vrai ou Faux ? 


(A) Si («„ )est une suite géométrique de raison q alors (jw„[) est une suite 
géométrique de raison q. 

(B} Si (m„ )est une suite bornée alors (u n ) est convergente. 

'Hr 


(CJ Si (*/„ )est une suite bornée alors 




n 


est convergente vers 0. 


fmM 


(D) 


SI pour tout n e N ( u n - ~ S ^ alors la suite (w„ ) converge vers ^ . 



\$às 


s 


Extrait concours FMFP 


^ Choisir la bonne réponse 


n -J 


(A) La suite de terme général (-1)* converge versO. 


cos fl 


{Bl La limite de la suite de terme général ——- n'existe pas. 

e+1 


(C) 


La suite de terme général >/fl 2 + fl + l ~ Vfl 1 +1 diverge. 


e 


Vu 


(D) La suite de terme général-- converge vers 0. 

«+1 




Exercice cl entraînement 


1)- Pour x G ]0, l[, calculer les limites suivantes 

lim Vx* 

W HW*— 4 


lim y>y 

4 . V Ifti 


k n 




k 0 




2)- Cafculer les limites suivantes : 

1! + 21 + ..,+ n\ 

lim-——— 

n f/l 


l! + 2!+...+ w! 

hm 


n ) v*i 




1! + 2! +...+ »! 
l,m ' 7 ^I)T' 





A 



















































^C JassesPrêpas ] _^ xercic e d'ani-mf»»— T 

DSe: /3 »W = ^+^- , +.,. + Ar ï +jf-l 
j,. Montrer que l'équation P n (x) = 0 admet une solution unique a„ e ]0,+oo[. 

2 )-M° n * rer ^ ue su '* e ^décroissante, puis en déduire qu'elle est convergente. 

3,. Montrer que \ma n =i 

réponse 

1 )- Solt(w B ) une suite géométrique de raison q, telle que : ]Tw p = ^- 

p=\ 5 


Alors la valeur de w 3 est : 

(A) « 3 =121 (B) w 3 = 242 

YiV 


5 

(C) w 3 = 363 


il- La valeur de la limite lim n 2 

riy=o 

uj 




(A) lim n 


rr-H** 


est: 


(B) lim « J -1 =1 

n-M«j l 2 


(CJ lim n 2 


(il- 


+ÛO 


3}- La valeur de la limite lim 


IV 

1 — | vaut : 

\ n) 


(A) lim 


lY* 

1— = 

n) 


(B) lim 

n-y+io 




4 )' 


(C) lim 

«-►■H» 


Exercice d'entraînement 

J Z?u Bac Aux Classes Prepas | - 


1)- Soit(w n ) une suite réelle bornée, vérifiant la condition : VneN , 2u n < u nA + u 
Montrer que lim ( u nA - u„ ) = 0 


2)* Montrer que : lim 


sinl + sin2 + ...+sin« 


#*->+« 


n 


cosl + cos2 + ...+ 
= 0 et lim- 


cos n 


= 0 


n 


n | 

|ij 3)- On considère la suite ( d n ) définie pour tout n g N par : d n — 



Montrer que lim d n ~ 2 

4)- Soit ) et (v„ ) deux suites réelles telles que : Vff g N ( 0 ^ w n ^ 2 et 0 £ v„ Ê 3 
On suppose que lim u n ,v n — 6. Que peut-on dire des suites (w„) et (v w ) ? 

n-H*n 


m 


f.-il 

rf~ 

j =0 

n) 



St 


M 

















































A 

B 

C 

D 

| F 

F 

V 

P 


/• 

r 


^^ionjAlest fausse. Si on prend w 0 - -, alors la suite (?/ n ) serait constante et a pour valeur i . 

est fausse. Si on prend « 0 = 0, alors la suite(a n ) serait la suite nu Ile et lim u n =0. 
tjJ g r «itlon (Ci est vraie. On a pour tout x e [0.1]. f{x) = 2x-2x 1 =1-2^-^ .Par conséquent, 

^toutJ£[0,l]-0:2/(*)ï2±. PourtoutneN\ = 2«„(l-a„)-«„ = «„(1-2 h„) 

et 0 < w n < —. La suite (w„ ) est donc croissante majorée, donc convergente vers une solution de l'équation 
2- 


/(je) - X dans 


0 ,- 


. Par suite : lim u„ = 0 ou lim Comme u„ à > 0 alors Km r/„ - - 




H-M<® " 2 


»-»+* ” 2 


l? pro position (Di est fausse. Il suffît de remarquer que si u t -1 alors u, = 0. 



A 

É ; 

C 

D 

V 

F 

F 

F 


cm 


e x 

La proposition (Al est vraie. Il suffit de remarquer que = + 00 

sinw 

la proposition (B1 est fausse. En effet, d'après l'encadrement 

lim 


ln(w + l) 


ln(«+l) 


, on aura : 


1 .. smw n 

—--- = 0 et donc Uns —-- - - 0 

" ,4 ®ln(w + l) 


— v . . n-»t«in(/j+ l) 

2n*-n 2n 3 +(-!)" Z S ?ÉJ± 

k^Loposition ici est fausse. On a pour ^ w 2 -1 tr -1 

Puisque lim ~rJL = lim - 2 ” ~ - +*> » alors É S, ^ ^ 

éi^ 1 »t - k 4 11 — 1 


»••>** a 2 « i il'»** ir 2 — 1 

U p roposition fDli est fausse. En effet, on a : 


H 2 —1 


lim >/9 h 2 - n +1 - 3« = Km 


—, = lim 

mu —r —-—— é , fl-»** 3 

B -H"’ Jÿfl 1 — tî 'F 1 + iWl 



1 

6 


% 

< 


4 

.J* 
























































l A< 

8 

C 

0 

CL 

V 

V| 

P ■ 


t'" +ir 


La proposition f A) est fausse. En effet : Uni — - - JÛB ^ 

On rappelle que l'exponentielle l'emporte sur les puissances en +°5 


ii 1 J* 

I#f 



.. H) r /p K alors: lim 

La orooosition fB) est vraie. Si on Dose lim-;—: * ' 

-*— 1 r ,*-»<* /r +1 


(-')V 


**** n i + j 


car lim = Puisque lim ^-4^*1 » alors lim M f: 


n +1 
On en déduit alors lim 


Jf-M* fl" 


n 


il 

\ ■ 
V- 


n-i** 


La proposition (C) est vraie, car 
La proposition [DI est fausse. En effet ; 


+«« A 2 +1 

(-!)"=£ et c'est absurde car la suite de terme général (- 1 ) n'a pas de limite. j 

2 * * 21 *' et lim f— = 0 et lim 

n-*4<r\ 3 J *-*** 


< I et 
3 


<1 


•• ^T=o 


lira L(sin» + ln/f I )= lim f—+ — ] = 0 (Remarquerque 

ij \ ' »-»*n « «y 


“V 


sm/î 


n 


<i> 



A 

B 

C 

D 

F 

F 

F 

F 


C* 


.. 2n4n 2 

La ofODOsîtion (A) est fausse. En effet : lim —; 7 - lim 

*“ K -*— 1 «-»TOfl 2 +I **++•/“, 


1 


= 0 . 


«■Æ 


La proposition fBl est fausse. En effet, la continuité de la fonction sin nous donne 

( n\ 

/r + — = sin;r = 0 

, «y 


lim sin 


La orooosition (C) est fausse. On a : lim f V3w + 1 - \j2n +1 ) = lim >/n 
La proposition (D) est fausse. L'encadrement 




3 + 


i.p 

« V « 


« +QO 


cosw 

e în +// 2 


< 


e 3n + n 1 


, . .. COStf - 

nous fournit lim —-- - 0 


"-»** {J* + n 2 


A 

B 

c 

D 

F 

V 

F 

F 


05 


La proposition (Al est fausse. Contre-exemple : Vw e N\ w„ = —. On a la suite (u ) vérifie les conditions 

n 

de l'exercice, mais c'est une suite strictement décroissante. 


kjjjp 











































































1,3 


il 


jroBeiitioniBl est varie. En effet, pour tout t\ e N* : 


0 <, ~ £ u 1 +— 5 2 

ti 1 " /; 


f: j 


g' 

Ik 


j^^reE^Jîien ^ 1 eSt ,aUsse ' Cor,sldérons la suite («, ) définie pour tout « g N : 

Ho =«,=2 et dHil,(H a =I et «,„„=!) 

œ a bien un exemple des suites qui vérifie la condition de l'exercice, mais aussi d'une suite divergente. 
le résultat lim».. = < 6 K signifie que : Ve > 0,3n„ s= N.Vrr e N,(b ï n 0 => /- e S H, < l + e) 

C'est-à*di re qu'à partir d un certain rang w 0 , tous les u n sont dans un intervalle centré en t et ceci V£ 

mr | a suite («„) donnée, les termes «„ne vérifient pas cette condition. C'est une suite divergente. 

^ jppntîtîon (D) est fausse. Considérons la suite [u n ) définie pour tout weN : 

1 


w 0 -Uy -2 et si n >2, 


u n - — 
” 2 


On 


_ 1 

a bien lim w „ — « 

fl-»*® 2. 


A 

B 

C 

F 

F 

V 


h pro position tA) est fausse. Considérons la suite («„ ) définie pour tout neN: h „-« 3 3n 

On a bien lim u„ = 4 oo, mais la suite (u n ) n'est pas croissante car : «o > M i 

la proposition fBl est fausse. Il suffit de prendre le contre exemple ci-dessus et voir que w, = -2 


ln(l + x) 

1 a proposition fO est vraie. En effet, puisque fon u„ = +co et Hm ^ -, a ors . 


In 


'i-i' 


lim v„ = lim - 


u 








Donc la suite (v n ) est convergente. 


A 

B 

C 

0 

F 

F 

v 

V] 


k-Proposition (A) est fausse. Considérons la suite (v„ ) définie par ■ „ ( ) 












































t v _•) tandis que la suite (| w *|) es t géométrique de rak ft - 

la suite (« n ) est géométrique de raison q - 2 * tana H aiSQ Q 2 ( 

pour tout n e N : |w n | = 2". 

La proposition, mi est fausse. Un contre exemple très connu est celle de la suite («„ ) définie pa r . ^ a 

Cette suite est bornée par —1 et I , mais qui est divergente. 

, . . „ lllta ( u \ eS t bornée, alors il existe M e R* m „ 

La proposition (Ç) est vraie. En effet, puisque la suite {m* } e tel que 


hjl 


« 


u. 


n 


< ^. Comme lim — = 0 alors lim Lit, 

n-H*» fi 


« 


pour tout n e N*, |t/ w | < M et dans ce cas 
La proposition (DI est fausse. Posons pour tout fl e M, — —fl * 0° a a ^ ors su, * e C w « ) v ®dfle. 




1 

mais qui ne converge pas vers —. 


Si, par exemple. 


0s ""4 s (â 


— I alors lim u„ - -~ 
~ 1 n 2 


A 

B 

C 

D 

F 

F 

F 

V 


CS I 


La proposition fAl est fausse. Si lim f-lY* ——- = £ alors lim _ — 1 nous donne lim f-l) =f.Or 
— e —*- 1 — L t + 3 n - 1 "-*** 


m 


La suite (("O”) diverge. 


La proposition (B) est fausse. Puisque pour tout «g N, 
cos n 


CQSfl 


e n +1 


1 t . 1 n , 

<-et lim-= 0,alors: 

e” +1 e” +1 


lim 


0 


m-m« e n +1 
La proposition ICI est fausse. En effet : 


I 


lim Vw 2 + /Ï + 1 - V» 1 +1 - lim 


n 






/-=—=— ,— ~ lim 

V» +/I + 1+V» 2 +1 W_M4B 


1 a proposition f DI est vraie. En effet : lim 


e 


w**l 




ff + 1 


1 

_ 1 

\ 

1: 

ii i 

ri 2 

ni 

V ,+ «V +1 

r7 

J 

1 

;,j 

i 

- Oet lim —- 
#* +1 

= 0 

1 

J; 

'W 


1)-Soitx G ]0,l[, calculons les limites suivantes 






















































= lim 


1-x 


,n4i 


_ ( car |x| < l et lim x" H - o ) 

A A 4m 9 


. Jim X''*’ ^+** 1 - x 

.pour tou* x e ]0,1[, on pose />.(*) = £**. Le polynôme/>„ est dérivable sur]0,l[et de plus : 

r ix y-±k^«~ P„ (*) = , alors : P'M = fiz£ÜÏ O*" tl 

A « ' W J _ (l-*) 2 

parconséquent : 1™ = lim x^fcx*-* = li m -(w-t-l)jr"+1 x 

*-° *■» (l-x ) 2 (l-x ) 2 


" ^ x 

Enfin : JjnZ kx = J~ o ( 0n rappelle que Va â 0, Vx e ]0,l[ : lim n a xT = 

n jt =0 ir-HH® 


0 ) 


,lC alculons les limites suivantes : 

w il+ 21 +.„+«! 

• Pour la limite Ju» 


»-*+* (w — l)ï 

_ I!+2! +.„+ n\ 1! +2! +..,+ (w—2)! i 

Si on pose pour n>2 : u n = ----- —^-+-+1 

n! ni n 

(n-2).(n-2)\ \ »-2 1 , 

On aura: l<w„<----+-+1 et donc: l^w^-p—-r+-+l 

w! n »{n —lj n 

Par passage à la limite, on obtient : lim u n = 1 

“ n—*+gQ 


1! + 2! + ...+ n! 


•Pour la limite lim- j -—; 

(n—IJ! 


j 11 + 2 !+„.+ mI 

li m ^ 1 "• 1 -- = Jim ——-———-x n et donc : lim-----= +°° 


11 + 21 +...+ n\_ . 11 + 2 !+...+ /?!, 


ti-tm 


(->) 


| «-»+=O 


ni 




11+21 +...+ «1 


• Pour la limite lim- 7 -. 

»-«« (n +1)1 


lim 

H Mm 


Il + 2! +...+ «! .. 11 + 21+...+ MÎ_I 

- - ---= lim- - 

(n + l)î 


»! 


x -i-=lx 0 = 0 
»+l 


—---- IC 

'«“rtoutneWetxeJf^npose: P, (x) = Jt" +x ”'' +-+* 1 +Jr_1 

Action />„ est continue et strictement croissante sur l'intervalle R*. donc /-.réalise une bijection de 
R* dans (0), lùn ^, (*)[ < c'est-à-dire dans [- l,+®[ • Puisque 0e[-l,-Ko[ alors il existe un unique 









































cr„ e R' tel que P n (or n ) = 0. (Signalons que a n ï 0 car P„ (O) * ) 

2) - Montrons que ta suite (ff„ ) n>| est décroissante : 

On a pour tout «6 N* et xe U\ : P„ tl (*) - P n (*) = ^ et donc M à P " W* 

Pourjf = cr„ () : (a„„)a/'„(«„,) «comme P„,(a „,) = ° a' ors / -( flf ”*i) s0 

Don<:: K K,.) S />,(«.) 

La croissance de la fonction sur R 1 nous donne ûf ntl — » donc la suite (â'„) n;>; est décroissante 

Puisque (cr n )^ f est décroissante minorée par 0 alors elle est convergente. 

3) - Montrons que lim a - — : 

N~M* " 2 

v (3} 3 

On a pour tout entier n > 2 : P n : — J < 0 donc 0 < a n < — . 


iC- 




■ • 

'|L 




On a aussi pour tout jc e 


°’7 


* n+1 -Jt 




Donc: P„(a„) = a n — —--1 = 0 etalorsa" = — (a n -l) + l 

a n -l a n 

. . i-1 

Puisque 0 < c?" < — alors lim a" = 0. Si on note lim a„ — l , on obtient : —— + 1 = 0 

n-i+co £ 


Ce qui donner = —. 

2 


1 )- On a i/j = 2 et u x + u 2 = 24 ( donc u 2 - 22. Puisque («„ ) est géométrique alors u\ - w, .i/j et donc 
Mj = 242. La bonne réponse est alors (B). 


lï 


21- La valeur de la limite lim n I — 

*->+<« l 2 


iv 


est 0. En effet : 


(\\ m -nflo2+2—^ 

lim n 1 j — = lim e " " n(,,) = lim e ^ — 0 

rt-H-n \2 J 


ff-l-Ke 


La bonne réponse est alors ( A) 


IŸ lY‘ 

31- La valeur de la limite lim 1 — est 0. En effet : lim 1 - ~ = lim e v nS 

* jj ^ rt^+œi fi J #i-it<#> 


























Con’ n>e 


' 


“-<*> alors: lime 


-K 4 ) _ 


y bonne réponse est alors (G). 


« 


-l ^ 1 


j).So!t( M n ) une suite rée,,e bornée ' vér îfiant la condition : Vw e N*, 2u n S m„. 

montrons que - u n ) = 0. Pour cela, considérons la suite ( v H ) définie par: v B = u mt - w„ 

U suite (v„ ) vérifie pour tout n e N , v n s v wt * Ceci car 2i/ nfl s v n + n„ t2 , Donc (v„ ) est croissante. 

Si |r/J ^ M alors |v n | < 2M , Donc la suite (v n ) est borée, en particulier elle est majorée, 

puisque la suite (v n ) est croissante et majorée alors elle est convergente. Posons lim v n = t . 

Soit £ > 0. Il existe « 0 eN tel que pour tout n e N : n > w 0 => £ - £ < m„ +1 - u„ < t + £ 

Supposons que t > 0 et posons e- — . Dans ce cas a nt , - u n > 0, ce qui signifie que la suite (w„ ) est 

2 

croissante à partir d'un certain rang M 0 . Puisqu'elle est bornée alors elle est convergente et donc 

li” («»«-», ) = 0 • Absurde 

On traite de même le cas t < 0 pour aboutir à une absurdité. Par conséquent : lu n Ça^ - « n ) = 0 

, sml+sim2 + ...+sin« n .■ cos 1 + cos 2+...+cos n _ n t 

2 )-Montrons que Jim---- 0 et ““ „ 


On sait que pour tout xeR : e“ =cosx+/sin x, par conséquent: 

_ c 

nh. » l-J 


œsl + cos2 + ...+cosn | , sml + sin2-f...+sin« _ 1 = flL_£l 

it 


Or; 


é 1 -e * 1 


n 1-ë 


n\.-e‘\ 


car: |e‘| = l et |l-1+(«“1 £ 2.Donc: ^^-=0 


Par conséquent : 

.. ( cosl + cos2+..,+cos« + j . sinl + süi 2 + ,..+sm/A_ q ^ ce qui donrie . 
«^*1 n n 




. e . • .. cosl + cos2 + ...+cosw n 

„ sin 1 + sm2+...+sm n _ n ef i, m -— -u 

-- - »->«» n 





































exemples types çqrbiges 


n 



.. ÆF+? . 

1 )-La va feu r de la li mite lit» -~ esl * 

r V . fcf] 

(A) 2 


(C) -H» 


(D) 1 


2 )-La valeur de la limite lim 




(B) - ; (B) “1 

2 

yj x 6 + 2^4 + y 

3)-La valeur de la limite lim 


4Âx* -3 


{Cï 0 


est : 


DÎHkicÂux Classes Prépas |- 


1)~ Calculer les limites suivantes : 

tfx + 'Jx 

lim 


ln(l-2x) 






1 1 

2 }-Montrer que lim(cosx)un J * -~-j= 


(D) 





; lim Vjc 2 + 3jc- 7 -Jf ; lim——; 

— sin(3jc) 


lim—-- 

*-* cosx-1 


Extrait con cours ENSA M j 


Exercice d'entraînement 


lJ'Soit/une fonction de IR dans R, périodique, et qui admet une limite finie i quand x tend vers 
Démontrer que la fonction / est constante, 

2)- Calculer lim (x + 4x* +1J 

Jt4-« \ / 

3 }-Soit / la fonction définie par : 


x +x~a 


f(x) = 


; x>2 


; x<,2 


Déterminer les réels oet b pour que la fonction / soit continue en 2 


J 





































t' 


- Exorcico d'cntraînomcnt___ 

Un marcheur parcourt 12 km en une heure. Montrerqu'll existe au moins un intervalle de 30min 
Pendant lequel il parcourt exactement 6km. 




h ,r 



Vrai ou Faux ? 


frt raitconc° urs ENSA 
Soît / une fonction définie sur R, à valeurs dans R, 

f W 

(A) Si lim /(a-) - 0 alors lim —^ = 1 

' 1 x ->0 ' y x -*0 X 

fB) Si lim / (jc) = -H» alors lim jç/(jc) = +oo 
(CJ Si lim f(x) = 0 alors lim (l - x)f (jc) = 0 
(0) Si lim/ (a) = -<x> alors Hm(l -x)f(x) = 1 





ü 1:^ 


if-- 

r 

$ - 


Choisir la bonne réponse 


L'équation 4jt J - Ix +1 = 0 admet dans l'intervalle]— l,l[ : 

(A) 0 solution ; (B) 1 solutions ; (C) 2 solutions ; (0)3 solutions ; (E) 4 solutions 


Choisir la bonne réponse 


. . sin(2jc)-sin:t ( v 

IJ-Soit / la fonction définie par : f(x) = sin (2x) + sin jc * ^ ,m,te ^ ^ VaUt '' 

1 


(A) -oo 


(B) -1 


(C) 0 


(D) 


(E) +°o 


2)- Soit g la fonction définie par : g(x)-(x~ 2*) tan x . La limite lim g(:c) vaut 


(A) -oo 


(B) -2 


(CJ 0 


(D}2 


(E) 4oo 




3)-Soit^ila fonction définie par : h(x) - +x _2 ^ V3Ut ' 


(A) +oo 


(D, f 


4)- Soit A: la fonction définie par : A: (a) - 


;rsin 




+jc + 1 


limite lim A (jc) vaut : 

r. LJ//I ' * 












































Examen 

1 )- Soit / la fonction définie par : /(- Y ) = 

La limite lim /(.y) vaut ; 

Jf t 

(a) } 


x 2 + 2 x - 3 




{C> -H» 


É V /”2 ^ m / 

2 )' Soit g la fonction définie sur [2, -Kc[ par: g{ x )~^ x + x 
L? limite Uni g(x) vaut: 

X-M-E ' * 

(A) 0 ; (B) 1 ! 


»! 


rR 


Extrait concours FMD 


Choisir la bonne réponse 


On cherche à résoudre dans M l'équation (£) : 
(A) (£) n'admet pas de solution. 

(B} (£") admet une solution dans [0, l] 

(C) (£) admet deux solutions 


2 x +1 + e 2 * = 0 


(D) (£) admet une solution dans 
{E) (£) admet une solution dans 


■?° 


-•4 


(D)i 


•: ï'i 

"i 


(0} i 
2 £ 



m 


DuBa^u^!asse^tépas\- 


Exercice d'entraînement 


l)-Trouver les limites suivantes ou dire si elles n'existent pas : 


1 . fl' 

lim x cos— ; limxA — 
*-*° x \x. 


m 


]i m iLË) ; (£ï>Oetft>01 I 

a-»o x a l .v y 


2) -Soit / : R -> R la fonction définie par : /(x) s (£(x))* l- (2/: (,v) + l)(jc - E(x)) 

Montrer que la fonction / est continue sur IR. 

3) -Soit# : IR* —> IR' une fonction continue. 

On suppose qu'il existe t <= [0, l[ telle que lim = C. Montrer que l'équation tf(.v) - .v admet 

A i 

moins une solution dans IR. 


j 






































Vrai ou Faux î 


ï 


w 


Soit» e N' et/, la fonction définie sur 1 par : /, (x) = * s + m: - ] 

(A) La suite (/„ O)),» ^ une suite géométrique 

(B) P° ur tout entîer n “ 1 ' la foncti °n /„ est une bijection de K dans R. 

(C) Pour tout entier «>1,1 équation f n (jr) = 0 admet une unique solution dans R . 

|D) Si on note a n I unique solution positive de l'équation f n (x) =■ 0 alors : Vn e N% 0 < a a < - 


OÆ. 




1)- Calculer les limites en zéro des fonctions suivantes ; 


I 


/(*)= 


4ï+énx - Vl-sinx 


s( x )= 


tan*-sin* 


tan x ' " v 7 je 3 

2)- Soit a e R*. Calculer en fonction de a la limite suivante : 

sin (ax) - sin (* 2 ) 


h ( x ) 


*(l~eos*) 

sin (3*)-3 sin* 


lim- 

jc-j ü 


a- x 



3)-Discuter suivant les valeurs des paramètres réels a, b, cet m l'existence et la valeur des limites 

lim (4? +ax 2 +hx + c + mx-Jx + ï) ; lim f 4* 2 +x 2 +\ + m*j 
\ / \ / 


■4 

ï 


pli 

if 

, ^ 


Du Bac AuxClasses Prépas 


Exercice d'entraînement 




/ est une fonction définie sur [0,l]etg est une fonction définie et continue sur [0, l]. On suppose que 
/(0) > /(l) et que f + g est une fonction croissante sur [0,l], 

Montrer que / prend toutes les valeurs de rintervalle[/(l)*/(0)]. 6 


t3 


BuBacAuxClasse^rêpas l 


Choisir la bonne réponse 


\l 


I 


Quelle condition est nécessaire pour que la fonction J de R dans 1R admette une limite finie en H» ? 

(A) / est monotone et bornée au voisinage de -H» 

(B) / est constante au voisinage de +°o 

lc| j™,(/(^+i)-/W)=° 

(D) Iim /(JC + I) 

















































miÇATIQNS er REPONSES 






























































* I1ÎIÏ "\/x "4* 3jf 7 ~.ï s +00 / Pa r lîivt / 2 _ 

— Car + 7 = -K» et lim - x = -ko) 


ln(l-2x) 

In (1 - 2 .v) —*- x (- 2 x) 

• lim—r—r-—= lim—- 2a ‘ ' 

sin(3x) s i n ( 3jc ) 

3x 


x3x 


*->Q 


ln(l- 2 x) 


- 2 x 

(-2) 

v 

sin (3x) 

X -■ 

U J 


2 

3 


3x 


e A -1 


g** -1 -2 

lim—-- = lim- x 


COS JT - 1 *-*<> COS X — 1 1 

x 2 2 

2 }* Montrons que limfcosxYü^t =-L . 

x-»0 ' ' l * 

Ve 


1 


,, f x- -’s—■ Wcosx) __ . - 

Ona: IimfcosxW* = lime 1 ™* = lim e ün ' r w**-i 

Jt " >0 *-»« r ->0 


co5Jf-l Ih(cüsjt) 

—ît*——- 


cosx -1 

cosx-1 ^ ! Infcosx'l 

™—- 1 — = lim—^— = - - et lim —- } - = \. 


Puisque: lim — 

tan x tan 2 x 


x 

î i 


Par conséquent : lim (eos x W * = e 2 = —— 

*-*° Ve 


2 cos x — 1 

1 


f&î 

: • 


1 ) - Soit y une fonction de R dans R, périodique, et qui admet une limite finie f quand x tend vers +oo. 

Supposons que la fonction / n'est pas constante. Donc il existe (a , b ) e R 2 tel que f (a) * f{b ). 

Soit7’> 0 la période de la fonction/, et considérons les suites (i/ n )et (v n )définies pourtout/ï e F* 
par: w„ - f(a + n7') et v„ = f(b + nT) 

Puisque : lim a + nT = -ko et lim b + nT = ko 

fl—H® 

Alors: lim/(£ï + wy') = ^ et lim f(b + nT) = £ 

Puisque T est la période de /, alors f(a + nT) ~f(a ) et/(A + nT) = / ( 6 ), et donc : 
f( a ) ~/{b)~C. Ceci contredit l'hypothèse/(a) * f(b) 

Par conséquent : la fonction f est constante. 

2) -Calculons lim (x + 'Jx 1 +1 Jj : 


C3 







































Jj® (* + V?Ti) = lim ? L= » 0 




\ 

m 

fl 

I 

: 

% 

Puisque : linur 1 + je - a = 6 - a et lim x - 2 - 0 , al ors pour que la limite lim ——— soit fa» * i 
^ *'»2 x >2 * L * m 

J(>î *»2 

1 


i/jr* fl 

3)-Pour que la fonction / soit continue en 2 , Il faut ctil suffit que ; Jmi/W “ !™^l*) 3 /(2) 
C'est-à-dire : 

ta £±£=£-taSi 4 -^ 


x »2 *-2 

jt>2 


M* >2 3 


faut que 6~a~0, car sinon lim - ** - = ±co , Par conséquent : a = 6 


*■*> x -2 

x >2 


On a alors: lim * + * 6 = 1 irr / X 2 )( ,r ' f3 ) = |jm(x+3) -5 


<-»2 je —2 r ~* 2 x -2 

*>2 jf >2 


jr>2 


n r 4 + b 

Pour 6 : -= 5 donne b -11. 


•m 

1 


» 


( i 


Pour répondre à cet exercice, on va considérer la fonction d définie sur le segment [ 0 , il à valeurs dans ^1 

R par: * l 0,I i " >R 11 

t c/(^) 

Ou rf(/) est le nombre de kilomètres parcourus en/heures. La fonction d étant continue sur[0,l]. 
Introduisons la fonction continue/ - définie sur ^Q ( —Par : f (/) — ^ 


On obtient alors : 




; ] 

i 

! 

"fa 


On en déduit que : 


m=d(ÿ-d( 0) .rf(i] « 


n 


= 12 -c/l— 


a 

-ii 

\À 

il 


/ 


m+f[ÿ 


2 ûetdonc 6 e[/( 0 ),/(l)] 

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe^ e jû.lj tel que /(/ 0 ) = 6 

Cela signifie que le marcheur a parcouru 6 km en une heure entra io. i * I » 

neure, entre les instants/,, et/*+-(/„ en heures) 

2 


d 

I 

:j 

Kl] 

1 


i 

































R? 


m 



A 

B 

c 

D 

Lej 


£ 

_v 


es 


m 




■iv;- 

.iT 

kj;. 

£ 


rati on (A) est fausse. Contre-exemple : /(jr) = x 7 

^^rtjoniBl est fausse. Contre-exemple : j (x) = -L ou f(x) = -In|x| , ...etc. 
gpftdtion (C) est vraie. Il s agit des opérations sur les limites des fonctions : 


Un»(l-Jf)/(jr)= 1x0 = 0 

^ ^ncition (D) est fausse. Contre-exemple : f [x) =-- 


0 n considère l'équation suivante : 4 jc 3 — 7-r 2 4-1 = 0 

la fonction / définie par /(*) = 4jr 3 - 7x 2 +1 est dérivable sur l'intervalle[-1,1] et de plus, pour tout 
jre[~U]/ f'( x ) = 2*(6jc- 7). Le tableau de variation de / sur[—1, l] est donc: 


ce 


x 

- 1 0 \ 1 

/(*) 

y\ /^- 2 

/ \ 235 

-10 ios 


D'après le tableau de variation de la fonction /, on en déduit que l'équation 4x * - lx 2 +1 = 0 admet 
Deux solutions dans l'intervalle ]-l,l[ • Donc la bonne réponse est (C). 


07 


l)-Pour le calcul de la limitelim f(x\ , on a : 

x-M> v * 

sin f 2 Jrr) sin* 

. /« v . —- v -—'x2*-X.v 

,i m sm ( 2jr )- su,jf - l! _ii_ * 


= lim- 


' >°sm(2*) + sinx *->“sin(2;t) sin 

2x x 


= lini 


sin (2*) ^ sin.v 

.—>— l x 2-, 

2 * _*__] 


in jc sin(2Jf) sin y 3 

-x x -—* x l + -— 

2x 


x 


Donc la bonne réponse est (D). 

2 )-Pour le calcul de ta limitelim ^(jc), on a : {en introduisant un changement de variable t - — x) 


JT 



lim(/r-2*)tan* = Km 2/ tan 

y 


fie } v * o 

-/ =lim-- 2 

^2 J '- >n tanf 










































Donc la bonne réponse est (D) 

3) - Pour le calcul de la limite Hm A(.v) f on a : 

r u \ (Jt-ljfîï 1 +X+l) Xv : +-v+l 4 

lim/i(.v) = hn v-, A 1 = Uni . ■ - tt- 1 = l«n - — " * 

*“ **+.V-2 * (v-l)(.ï+2) 

Donc la bonne réponse est fC) 

4) - Pour le calcul de la limite Ihn k (,v), on a : 

» »mp ' ' 


*-»i x + 2 


,Tsin Lr + Jx) 

nmk (x) - lim —- à l = o (Car 




>Jx y + X+\ 

Donc la bonne réponse est (C) 


,Tsin(;r + 'Æ) 


Vr'-Kv + l 


et lim 


Jx' +.V + 1 1 


=7=0) 


.v* +lv-3 


lJ-Soit / la fonction définie par: f (.v) = — 


CS 


x + 2v - 3 


r r/ a r *v +2.v-3 (* v ~0(’ x +A + 3 ) .. .v +A-+3 5 

lim/(.v) = Uni—-= lun “ = lim-= - 

*~* 1 *-*» .v* -f2.v-3 *-** (.v-1)(a’+3) *■*» a*+3 4 

Donc la bonne réponse est (D) 

2)- Soit g la fonction défi nie sur [2, +oc[ par: g(.v)= Jx 2 +3x - -Jx 2 ^- 2x 


lim s(j)= lim (V.r +3x - -Jx 1 - 2*| = lim , Sx . = Uni ^ - .-1 

"*** *-** V 1 +3.v + V.r 1 -lt *'“( rr fT) 2 

fvr; 


Donc la bonne réponse est (Cl 


C9 

On cherche à résoudre dans R l'équation(£) : 2a* +1 + e 2x = 0 

Pour cela, considérons la fonction / définie sur M par : /(a*) = 2jc +1 4*c ,ÎA 

Cette fonction est dérivable sur H et de plus sa dérivée sur R : f fx) -2 + 2c» av 

Puisque pour tout xgR,/ (.v) > 0 , alors la fonction f est strictement croissante sur R. Par conséquent 

Cette fonction réalise une bijection de R dans /(M) = R. Comme 0 e /(R) alors l'équation(/:) admet f 
Une solution unique a dans R. 


< 0 donne Ûf € 


Le résultat —- | < 0 donne 

La bonne réponse est alors (E) 


1 










































t 

|^ gr „nmlteKm.rcos- : 


iU 


B ,„***”**•* * 

/h 

13 limite J ' 


1 

.y cos— 

-V 


s w , puisque limljfj = 0 alors lim,rcos i « 0. 

»-*® 1 ‘ i >0 r 


pour la limite hm 


éM?'- 






poüfi 


0naP our 


.. 1 


n 


tout À" 6 R , —1 < E — 


.Y 


XJ 


- ~ * On distingue alors deux cas ; 


I 


* Six> 0, alors 1 -.y < xE\ -1<1 et donc linuc/ifll = 

x} sf U J 


1 


• si.v<0, alors I <xE 
E ( x ) 


m 

VxJ 


<\-x et donc lim jÆ 

x^O 

j <0 


T 


= 1. Par conséquent : lim xE 


j ->0 


p)-« 

\x) 


lim 


£ « _ « 


x 


*-»<>* X jc— > 0 * 


= lim 0 = 0 et lim 


E ( X ) 


-1 

= ltm — = +°° 


*->0 x Jt-vO x 


pour le calcul de lim E 

’ X-M> Q 


(b 

— J avec b > 0 et b > 0 : 

U, 


On a pour tout x e M*, —-1 <E 


fb y \ b 

< — . On distingue alors deux cas : 
x 


\xj 


X 

(b f 


b 

b x x 

' b ï 

• Six> 0, alors — 

— 1 

\<-E - 

< —, d'où 

- <-£ 


a 

U 

J a U J 

a 

a a a \ 



< — et donc lim—£’| — | = — 

a 


*-* « V t, 

x>0 


Pt 

le:. 

m * 


b x -f b') 

X 

( b ,) 

„ , b ^ x „ 

(b} 

1 

1 

VI 

'l 

< — 


,d ou —<—E 

— 

a a \xj 

a 

U J 

a a 

U J 


b x 


<-et donc Hm— E\ — 

a a 


*->° a \x 

x<0 


n b_ 

a 


|lôi 


Par conséquent: 


p 


lim —il — I = — 
IxJ a 


2)*5oit/: R M la fonction définie par : /(y) - (£(y)) +(2£(x) + l)(x—^( x)) 

Montrons que la fonction f est continue sur R, 

1 Soit « g Z. On a pour tout x g ]w, n + 1[ , £(*) = « et donc f(x) = /i 2 + ( 2 o +1) (x - n). Cela montre 
■P Que la fonction / est continue sur l'Intervalle ouvert ]n,n + 1[ car sa restriction sur cet intervalle est une 
f ;fonction continue. Il s'ensuit alors que / est continue en tout point de R - Z. 

Reste l'étude de la continuité de / sur Z. Pour tout nzZ, ona: Um£(x) = rt et UmE(x) = n~\ 


l 

p 


x<n 













































Par conséquent ; 

ta/W = lim (*'(*))’ +(2/i(.r)+l)(* _ 4 r )) = »’ = /W 
*»« !» 

|im/(.v) = lim(*'W) 1 +( 2 £(*)+l)( jr - e W) = ( "" l)2 +(2 ”' 1) = " ! =/ W 

La fonction/ est continue à gauche et à droite en tout point n de'/>, ce qui montre que / est continue 

v.;? 

sur R tout entier, 

3)*Soit £ : R* -4 IR* une fonction continue. 

Posons /f(.v) = #(x) ~ x , Remarquons d'abord que A(0) = g (0) et donc h(0) > 0. Afin d'appü^ Ig || 

théorème des valeurs intermédiaires, on doit trouver un réel strictement positif ce tel que A(or) < Q 


I 


Puisque lim ■ } - = l, alors : 


e 


*->+* x 


(\fs > 0) s (3ûf > 0),(Vx eR*): 




x>a^> 


g( x ) 


<e 


>\ i 

J 

i 


L'inégalité 




m 


£ s signifie que|g'(x)-Æc < SX , et qui implique que g(x)-£x<:£x. Comme 


1 / J* 

h (x) - £-(x)-x alors /j(x) < (s + £-\)x. Puisque i e [0, l[ alors on a ie droit de prendre e = — ( 

et par suite A(x) < < 0. On a alors poure = -—(3or > 0),(Vx e IR + ):(x> or=> A(x)<oj 

2 2 

En particulier/?(a) ^ 0. Puisque la fonction A est continue sur le segment [0,cr]et A(0)A(cr)<0 

' ê 

Alors d'après le théorème des valeurs intermédiaire, l'équation /î(x) = 0 (i.e.g(x) = x ) admet au 
moins une solution dans M. 


A ! 

B 

C 

D 

F 

V! 

V 

V 


ii 


' I 
j 


Soit n € N' et f„ la fonction définie sur R par : /, (x) = x 5 + nx — 1 
La proposition fA) est fausse. Justification : on a pour tout n e N’, f n (l) = n, La suite {/, (l)) x n'est pas 

tfj 

W-h 1 

géométrique car le rapport-n'est pas constant sur N*. 

n 

La proposition IB} est vraie. La fonction /„ est continue, et strictement croissante sur R. D'après le 


théorème de la fonction réciproque, la fonction /„ réalise une bïjection de R dans/, (R) = R . 


A; 











































fr 




i t 


v» rt . C-. provint * tot qut>y . esl b|]ect(on da R ^ — 

est vra,e - On, a pour tout n g |f . ^ ^ = _ j et y f 1 ^ - JL 

-UJ"V 


r r 


/in a donc „/« (®) ^ (®« ) ^ fn \ t et comme la fonrtinn r 

w ' ctlon f n est strictement croissante sur ES 


alors : 


0 < a_ 


1 


n 


^ calcul des limites en zéro ; 


22 


El 
: jfr ■ 


' 


tanx 

, 2sinj 

x ~*° (Vl+sinjc + Vl—sinjtjtanx 


2x 


smx 


• lim 

x-MÏ 


2 

~ 2 

=0 


^/l + sinx + VÏ-smxj 


taux 


MÛ v * x->0 X* X-*Q x J 


*-*> X 


lim£(x) = lim — 

X-+Û ^ f 


x(l-cosx) 


= litn 


*- +0 sin(3x)-3sinx 
x(l-COSx) 


Jf -*° 3smx-4sm 1 x-3sinx 
x(l-cos^) 


= lim 


*-*« 4sin 3 x 



(On a utilisé la formule : sm(3x)~3smx-4sin 3 x ) 














































lim 


sin (a*)-sin (jt 2 ) 


2}- Soit a e M*. Calculer en fonction de a la limite suivante. 

Posons pour tout xe R : h a {*) = sin(ox)“S' n ( :r ) 

La fonction h est dérivable sur R et de plus, pour tout x g K 


a-x 


Par conséquent; 


/}' (*) = ^sin (ûdc)— sin (* 2 )) -ocos(oï) 2a cos (a ) 
sin(ojc)-sin(jc 2 ) = 1|oi *«(*)“ (fl) = acos(o 2 ) 


lim 

a-x 


x-*a x— a 


Remarque ; 

On peut répondre à cette question sans faire appel à la dérivation, il suffit d'utiliser les formules de 
transformations trigonométriques ; 

/ ax + x* 

2 " ; 


sm(a3r)-sin(x 2 ] = 2sin 
Et on a pour tout x * a ; 


ax-x ^ < 


COS ' 
) \ 


.l\ 


sin [ax ) - sin ( jc 2 ) 2 sin ■ 

x(a-x) 


2 x 
* -x —xcos- 


■(# + .*) 


a-x 


3)- Pour la limite lim (V* 3 + ok 2 +bx + c + frvc-Jx + 2 ) : 


On a : 


V* 3 +ar 2 + hx + c + mxy/x+2 = —+ *4- + -£- + /fll'y/x.ll + — 

V X X X v X 


= Xyfx 


„ a h c « 

II + - + -V + — + /f|Jl+ — 


T 1 % 

X X‘ X 


y 


De plus : 


lim x\fx = -H» et lim 






.ah c 2 

I +—+m |l+— 

x A* A J \ X 


-1 + m 


D'où la discussion suivante : 

• $1 m > -I : 


lim ( Va 3 + ax * 1 + bx + c + mxyfx+2 \ = -toc 

Jf*+W\ f 
















































] 



-l : 


jim (4x J +ax 7 +kx+c + niXs/TTï. J = 


'-00 


.Si m 

14 


: rrt = "l * 


■a 


1 ¥ 


RS' 




/ fp 4-M--i-r - \-y[x+ 2 j - —* + <vc + kx + c-x y -2a 2 

' ' va* +ax 2 + bx + c+xJx + 2 

(a - 2) a 2 + fer + c 
Va 3 +av 2 +fcv + c + x\[x + 2 

Trois cas peuvent se présenter : 

> Si a > 2 : 

.. / fl ÏT 7 ; I — (a-l)x 2 +bx + c 

ltm V-V + ar + àv + c -ava + 2 )= lmi x L - 

M** V t *+*• / v 3 J 1 . A,- . ^ _t_ ,.J 


***** \/a 3 + a? + bx + c + XyfxTl 


- Um 

*->•*« 


= +CO 


(o-2) + - + -r 

X JT 


|1 a ~! c 11 , 2 
VA* A- a a 4 Va a 


> si a < 2 : 


/ b c 

(a - 2) + —+“j- 

lim (Va 3 +ûa 2 +ÂA+C-aVa + 2 )= lim 




fi â Â T 11 ~ 2 

V A + A 5 + ? + A 4 V A + A 1 


= —oo 


> Si a = 2 : 


, , _;-- ,-A.V+C __ 

lim(ÆwTfaT7-.v^)=ji”^ !+ ^ +te+ c + W.t+2 


= lim 


= 0 


A + - 

A 


^.v + a + “ + -^+Va+2 


"Pour la limite lim (Va 3 + a 2 +1 + /ma) : 

°" a = lim (V + x’ +T I- «*) * jj» *f if*!* 7 + m 


















































De plus : 




lim 






?|1 Hh —+ “j* + W 


X X 


si + m et lim -H 30 

Jf4 


/ 


D f où la discussion suivante : 
• SI m > -1 ; 



lim (V? 


+ A -2 +1 + W.vJ = +°° 




• Si m < -1 ; 


lim ( yfx * 


+ jf 2 +1 + m = -°° 


H 


• Si m = -1 : 


1 


lim ( yjx 1 + x 2 +1 + x ] = lim -j= 

3 / 3 


J,+1 

ïh , +x 1 +\-x "" 


l+ 7 


= i 


1I1+-+-L-1 

V JC JC 



/ étant une fonction définie sur[0,l]etg est une fonction définie et continue sur [0,l]. 

On suppose que /(0) > f (l) et que / + g est croissante $ur[0,l]. 

Raisonnons parl'absurde et supposons qu'il existe X e ]/(l)>/(0)[ te l c ! ue pour tout* e[0,l],/(^)^ 
On va montrer que g n'est pas continue surl'intervaIle [0 a l], 

Pour cela, considérons l'ensemble E = {x g [0,l]/^ </(*)} 

On a À < /(O) et 0 e E, donc E ± 0 . De plus, l'ensemble^ est majoré, donc il admet une borne supérieure 
M = sup E . Montrons que g n'est pas continue en M . 

Deux cas peuvent se présenter : 

• 1“ Cas : M C E 


Puisque /( l)</t alors M < 1. Prenons s = —(/(M)-Jl) , on a € > 0. Pour tout a >0, il existe 

3 

c e ]M,M + a[n [0,1] ; C £ E puisque M ~ sup E . Donc /(c) < X, et par suite : 

f{b)-f(c)>f(b)~A>e 

Puisque la fonction / + g est croissante, alor$/(M) + g(M) < f(c) + g(c), et donc : 

g(c)-g(M)ïf(M)-f(c)>s 

On a alors montré que : 

(3f > 0),(Vor > 0),(3c e[0,l])/jc-Afj <a et g(c}~ g(M) > e 





m 
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ce qui montre aussi fa discontinuité de g en \f 
! y'çagj £ E 

Z 

1/, 


t »<••> ae >• 0. Pourtoutar ï- 0, üexbtece ]Jl#—, 

"f On , /(c) >*««••«■ *. donc/(c) -/(Af )>A-f( M ) a par suite f(c)-f(b)> e . 

! puisque ia fonction / + g est croissante, alors/(c) + g(c)< f(M) + g(M), et donc : 

S{M)-g(c)2/( c )-y( W ) >e 

On a alors montré que : 

(3e > 0),(Vor > 0),(3c s [o, 1])/| c - M\ < a et g( M ) -g(c) > c 
Ce qui montre aussi la discontinuité de g en M . 

çondusjon] / prend toutes les valeurs de rintervalle[/(l),/(0)]. 


H ; A. 


U bonne réponse est C. £n effet, si lim/(x) = £ alors lim /(x +1) = t et par suite : 

V . ü“(/(* +i )-/mh 

W‘ 

t \ ■ /(* + l) rf \ ~x 

On peut avoir lim / f x) = t sans que lim —-- r r - = 1. Contre-exemple : f[x) = e 

*-*** v 7 fyx) 

m , . /(x + 1) 1 

Ona lim f(x) = Ornais lim — —, ■ 

p x >+« v 7 f( x ) e 

Enfin, l'exemple de la fonction /(x) = e* montre qu'une fonction peut avoir une limite qu'elle n'atteint 
jamais. 


2$ 





















